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МАТЕМАТИКА 

УДК 517.51 

C.A.Абдыманапов  

АО «Финансовая академия», Астана (E-mail: rector@fin-academy.kz) 

К теории эллиптических систем на плоскости с сингулярной точкой 

В работе доказана безусловная разрешимость уравнения Карлемана-Векуа с сингулярной точкой в 
классе непрерывных в смысле Гельдера функций, решена обобщенная задача Римана-Гильберта для 
него, получены интегральные представления первого и второго родов решений. Изучены структуры 
нулей и полюсов решений. Установлено, что структуры нулей и полюсов решений уравнения и сво-
бодного члена совпадают, и они не зависят от коэффициентов. Результаты работы могут быть исполь-
зованы при исследовании бесконечно малых изгибаний поверхностей положительной кривизны с точ-
кой уплощения. 

Ключевые слова: уравнение Карлеман-Векуа, задача Римана-Гильберта, неравенство Адамара, опера-
тор, разрешимость. 

 
Пусть G  — ограниченная область комплексной плоскости с границей 1,C  , 0 1   , содер-

жащая внутри точку z a . Через ( )S G  обозначим класс измеримых и существенно ограниченных в 
G  функций с нормой 
 ( ) ( )|| || sup | ( ) | lim || ||

pS G L G
pz G

f vrai f z f


  . 

Приводим также определения пространств, используемых в дальнейшем. 
( , )vS G a  — класс функций ( )f z , для которых ( ) | | ( )f z z a S G   . Норму в ( , )vS G a  определим 

по формуле 
 ( , ) ( )|| || || ( ) | | ||S G a S Gf f z z a



   , 

где   — действительное число. 
( , )C G a — класс функций ( ),f z  для которых ( ) | | ( )f z z a C G   . Норму в ( , )C G a  определим 

по формуле 
 ( , ) ( )|| || || | | ( ) ||C G a C Gf z a f z



   . 

0 ( )U G — класс голоморфных в G  функций. 1( )pW G , 1p  , — пространство С.Л.Соболева [1]. 

Рассмотрим в G  уравнение 
 ( ) ( ) ( )zV A z V B z V F z    , (1) 

где 
1

2z i
x y

  
     
 ; 1( ), ( ) ( )A z B z S G ; ( ) ( , )F z S G a , 

2
0

q
   , 2q  . 

При 0a   мы получим уравнение 

 00
( )( )

( )
| | | |z

B zA z
V V V F z

z z
    , (2) 

где 0 0( ), ( ) ( )A z B z S G , ( ) ( ,0)F z S G , 
2

2
q

   , 2q  . 
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Уравнение вида (2) при ( ) 0F z   возникает в теории бесконечно малых изгибаний поверхностей 
положительной кривизны с точкой уплощения [2, 3]. При этом важную роль играет существование 
непрерывных решений уравнения (2) в окрестности особой точки 0z  . В связи с этим уравнение (2) 
изучено во многих работах Л.Г.Михайлова, З.Д.Усманова, А.Б.Тунгатарова [4–6] и других. 

Во всех известных нам исследованиях, как правило, предполагается достаточная малость коэф-
фициентов 0 ( )A z  и 0 ( )B z  по абсолютной величине или малость области ,G  содержащей точку 0z  . 
В настоящей работе доказывается существование решений ( )V z  уравнения (2), удовлетворяющих 
условию (0) 0V  , без каких-либо условий малости коэффициентов или окрестности особой точки 

0z  . В работе также получены интегральные представления первого и второго рода решений урав-
нения (1) из класса 

 1
1( ) ( , )qW G C G a , 

2
2

q
   , 2q  , (3) 

решена задача Римана-Гильберта для уравнения (2) в классе (3) при 0a   без каких-либо условий 
малости, налагаемых на коэффициенты, которые имеются в работах [4–6]. Исследованы структуры 
нулей и особых точек решений уравнения (1) из класса (3). 

Представления первого и второго рода решений уравнения (1) из класса (3). Решения урав-
нения (1) ищем из класса (3). Как и в монографии [1], доказывается, что уравнение (1) эквивалентно 
уравнению 
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )G GV z P V z T F z z   , z G , (4) 

где 
1 ( )

( )( ) ;
πG

G

f
T f z dG

z 


 
   0( ) ( );z U G    *( )( ) ( );G GP f z T f z  * ( ) ( )f A z f B z f   . 

Так как функция ( )V z  принадлежит классу (3), то ( ) 0V a  . Поэтому из (4) получим: 

 ( )( ) ( )( ) ( )G GP V a T F a a  . (5) 
Из (4) и (5) следует: 
 , ,( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ), ,G a G aV z P V z T F z z a z z G       (6) 

где ,( )( ) ( )( ) ( )( );G a G GP f z P f z P f a   ,( )( ) ( )( ) ( )( );G a G GT f z T f z T f a   0( ) ( )z U G  . 

Таким образом, любое решение уравнения (1) из класса (3) удовлетворяет уравнению (6). Реше-
ние уравнения (6) ищем в классе 1( , )C G a . Покажем, что любое решение уравнения (6) из класса 

1( , )C G a  принадлежит классу (3) и почти всюду в G  удовлетворяет уравнению (1). В дальнейшем 

через M обозначим положительные постоянные, не зависящие от рядом стоящего сомножителя. 

Лемма 1. Оператор ,( )( )G aT f z  переводит пространство ( , )S G a , 
2

0
q

   , 2q  , в пространст-

во α
β 1( , ) ( );C G a C G   

2
1 ;

q
    

2
0

q
   , 2q  , и при этом справедливы оценки 

 
ββ 1, β ( , )( , )|| ( )( ) || ( ) || || ;G a S G aC G aT f z M G f


   (7) 

 , ( )( )
|| ( )( ) || || ||

qG a L GC G
T f z M f   , (8) 

где 
1

| |
( ) sup

| | | |z G G

dGz a
M G

a z




 





     . 

Доказательство. Пусть ( ) ( , )f z S G a , 
2

0
q

   , 2q  . С помощью неравенства Адамара [1] 

получим 1
, ( , )| ( )( ) | ( ) || || | |G a S G aT f z M G f z a




    . Отсюда следует неравенство (7). Так как 

( ) ( )qf z L G , 2q  , то неравенство (8) следует из оценки (6.8) работы [1]. Лемма доказана. 

Лемма 2. Оператор ,( )( )G aP f z  переводит пространство 1( , )C G a  в пространство 

1( , ) ( )C G a C G
  , 

2
1

q
   , 

2
0

q
   , 2q  , и при этом справедливы оценки 
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β 1 β 1, β( , ) ( , )|| ( )( ) || μ ( ) || || ;G a C G a C G aP f z M G f
 

    (9) 

 α
β 1, ( , )( )

|| ( )( ) || μ || || ;G a C G aC G
P f z M f


    (10) 

 
11, 1 , 2 1 2 ( , )( , )|| ( )( ) ( ) || ( ) || ||G a G a C G aC G aP f z P f M G f f

       , (11) 

где 
1 1( , ) ( , )|| || || ||S G a S G aA B   ; 1 2,f f  — любые функции из класса 1( , )C G a . 

Доказательство. Пусть 1( ) ( , )f z C G a . Используя неравенство Адамара, имеем: 

 
1

1
, ( , )| ( )( ) | || || | |G a C G aP f z M f z a




     . 

Отсюда следует неравенство (9). Аналогично доказывается неравенство (11). Так как 

 * ( ) ( )qf z L G , 
2

0
q

   , 2q   

и 
 

1

*
( ) ( , )|| ( ) || || ||

qL G C G af z M f


    , 

то неравенство (10) следует из формулы (6.8) [1; 56]. Лемма доказана. 
Из вида уравнения (6) и лемм 1 и 2 в силу результатов работы [1] вытекает, что любое решение 

этого уравнения из класса 1( , )C G a  принадлежит классу 1( )qW G , 
2

0 β
q

  , 2,q   и удовлетворяет 

почти всюду в G  уравнению (1). Таким образом, справедлива 
Теорема 1. Любое решение уравнения (1) из класса (3) удовлетворяет уравнению (6). И обратно: 

если 0( ) ( )z U G  , то любое решение из класса 1( , )C G a  уравнения (6) принадлежит классу 1( )qW G , 

2
0

q
   , 2,q   и удовлетворяет почти всюду в G  уравнению (1). 

Пусть 
1 ( )

( )( )
2

f t
K f z dt

i t z



  ,    , ( ) ( ) ( ) ( )aK f z K f z K f a    . Если действуем оператором 

 ( )K f z  при z G  к обеим частям уравнения (6), то получим: 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G GK V z P V a T F a z a z      . (12) 

Отсюда при z a  имеем: 

      ( ) ( ) ( )G GK V a P V a T F a   . (13) 

Из (12) и (13) следует, что  ,( ) ( ) ( )az a z K V z   . Следовательно, интегральное представление первого 

рода для решений из класса (3) уравнения (1) имеет вид:      , , ,( ) ( ) ( ) ( )G a a G aV z P V z K V z T F z    , 

z G . Так как 0 1   , то из 1( ) ( , )V z C G a  следует, что ( ) ( )V z C G  и ( ) 0V a  . Поэтому из лем-

мы 2 по теореме Арцела вытекает, что оператор ,G aP  вполне непрерывен в классе 1( , )C G a  и пере-

водит этот класс в 1( , ) ( )C G a C G
  . Следовательно, для доказательства разрешимости уравнения 

(6) в классе 1( , )C G a  достаточно показать, что соответствующее однородное уравнение 

  ,( ) ( ) 0G aV z P V z  , z G  (14) 

имеет только тривиальное решение в 1( , )C G a . 

Для этой цели докажем основную лемму для однородного уравнения 
 ( ) ( ) 0z V A z V B z V    , .z G  (15) 

Лемма 3. Любое решение уравнения (15) из класса (3) представимо в виде 
 ( ) ( ) exp( ( ))V z z z    , z G , (16) 

где 0( ) ( ) ( , )z U G S G a   , 1 8      ,  ^( ) ( )Gz T V z  , 
*

^ V
V

V
 , * ( ) ( )V A z V B z V  . 
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Доказательство. Так как ( ) ( )z pV z L G   , 1p  , то, как и в [1; 91], можно показать, что 
1exp ( ) ( )pz W G  , 1p  , и ^exp ( ) exp ( ) ( ) exp ( )z zz z V z z         . Но тогда в силу теоремы 1.38 

работы [1] 

      ( )exp ( ) exp ( ) exp ( ) ( ) ( ) 0z z z zV z z z V V z V A z V B z V                 . 

Следовательно, в силу результатов работы [1] имеет место представление (16), где 0( ) ( )z U G  . В 

силу неравенства Адамара [1] имеем: | ( ) | ( ) 8 | ln | | |z M G z a     , где ( ) 0M G   — постоянное, 
зависящее только от G . 

Отсюда следует, что 8exp( ( )) ( , )z S G a  . Но тогда из (16) следует, что ( ) ( , )z S G a  , 

1 8       и ( ) 0.a   Лемма доказана. 

Следствие 1. Если непрерывное в G  решение ( )V z  уравнения (15) имеет нуль бесконечного по-
рядка в точке z a , то ( ) 0V z   в G . 

Докажем теперь, что однородное уравнение (14) имеет только тривиальное решение в классе 

1( , )C G a . 

Доказательство проводим от противного. Пусть уравнение (14) имеет нетривиальное решение 
( )V z  из класса 1( , )C G a . Тогда из вида (14) следует, что 0( ) ( ) ( )V z C E U E G   и ( ) 0V a  . Здесь 

E  — комплексная плоскость. 
С другой стороны, ( )V z , как решение уравнения (15), представимо в виде (16), где 

0( ) ( ) ( , )z U G S G a   , 1 8      . Так как 0( ) ( )z U E G   , то из (16) вытекает, что 

0( ) ( )z U E   и ( ) 0a  . Это означает, что ( ) 0z   и, следовательно, ( ) 0V z  . Таким образом, до-
казана 

Теорема 2. Уравнение (6) разрешимо в классе 1( , )C G a  для любой правой части из этого же 

класса. 
Из этой теоремы в силу теоремы 1 следует 
Теорема 3. Уравнение (1) разрешимо в классе (3). 
Нули и полюсы решений уравнения (1). Пусть k  — целое число. Рассмотрим в G  уравнение 

(1), где ( ) ( , )kF z S G a , 0 1   , 1( ), ( ) ( , )A z B z S G a . 

Решение уравнения (1) из класса 
 1

1( ) ( , )q kW G S G a   (17) 

ищем в виде 
 ( ) ( ) ( )kV z z a W z  , (18) 
где ( )W z  — новая неизвестная функция из класса (3). 

Подставив (18) в (1), имеем: 
 ( ) ( ) ( )z k kW A z W B z W F z    , (19) 

где ( ) ( )exp( 2 arg( ))kB z B z ik z a   , ( ) ( ) ( )k
kF z z a F z  . 

Очевидно, что 1( ) ( , )kB z S G a , ( ) ( , )kF z S G a . Поэтому в силу результатов §1 уравнение (19) 

имеет решения из класса (3), которые находятся из уравнения 

    ^
, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )G a G a kW z P W z T F z z a z     , (20) 

где    ^ *
, ,( ) ( )G a G a kP f z T f z , * ( ) ( ) ( )k kf z A z f B z f    . 

Итак, справедлива 

Теорема 4. Уравнение (1), где β( ) ( , );kF z S G a  
2

0 ;
q

    2;q   k  — целое число; 

1( ), ( ) ( , )A z B z S G a , имеет решения из класса (17), которые находятся по формулам (18), (20). 
Замечание 1. При 0k   свободный член и решения уравнения (1) имеют в точке z a  общие 

нули, а при 0k  — полюсы. Из теоремы 4 следует, что у решений уравнения (1) кратность таких ну-
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лей на единицу больше кратности нулей свободного члена, а порядок таких полюсов на единицу 
меньше порядка полюсов свободного члена. 

Обобщенная задача Римана-Гильберта для уравнения (1). Пусть 0R  ,  :| |G z z R  , 

 :| |t t R   . 

Рассмотрим в G  уравнение (1), где 1( ), ( ) ( ,0);A z B z S G  ( ) ( ,0);F z S G  
2

0 β ;
q

   2q  . 

Решение уравнения (1) ищем в классе 

 1
1( ) ( ,0)qW G S G , 

2
0

q
   , 2q  . (21) 

Рассмотрим в G  обобщенную задачу Римана-Гильберта для уравнения (1) в каноническом ви-
де [1]. К такому виду с помощью конформного отображения приводятся более общие случаи [1]. 

Задача R-G. Требуется найти решение уравнения (1) из класса (21), удовлетворяющее гранич-
ному условию 
 Re[ ( )] ( )mt V t g t  , t , (22) 

где m  — целое число; ( ) ( );g t C   
2

α 1 ;
q

   2q  . 

1о. Пусть 1m  . Для решения задачи R-G используем уравнение (6) при 0a  : 

    ,0 ,0( ) ( ) ( )G GV P V z T F z z z    , z G , (23) 

где 0( ) ( ) ( );z U G C G    
2

1
q

   . 

Следуя [1, гл. 4, §7], в уравнении (23) функцию ( )z  представим в виде 

    0( ) ( ) ( ) ( )m mz z P V z Q F z    , (24) 

где 

0 0( ) ( ) ( )z U G C G   ,    *( ) ( )m mP V z Q V z , * ( ) ( ) ;V A z V B z V   

 
2 2 1

2 2 2

( ) ( )
( )

m m

m m m
G G

f dGz z f
Q f z dG

R R z R






 
  

      . 

После этого, подставив представление (23) для ( )V z  в граничное условие (22), имеем: 

 1
0Re[ ( )] ( )mt t g t    .  

Следуя [1, гл. 4, §7], можно получить общее решение этой задачи: 
  0 1 0( ) ( ) ( )m mz D g z z   , (25) 

где 

 ( ) ( ) ;
2

m

m

z t z dt
D g z g t

i t z t




   

  
2

2( 1) 2 2 2( 1) 2 2 1
0

0

( ) ( ) ( )
m

k k m m k k k m m k m
m k k m

k

z z R z i z R z i z


        



          , если 2.m   (26) 

0 ( )m mz i   , если 1m  . Здесь ,k k  , ( 0, 2)k m  , m  — произвольные действительные числа. 
Из формул (23–25) следует: 

 ^ ^
0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m mV z P V z D g z Q F z z z     , z G , (27) 

где      ^
,0( ) ( ) ( );m G mP V z P V z z P V z        ^

,0( ) ( ) ( )m G mQ V z T F z z Q F z  . 

Таким образом, при 1m  задача R-G приводится к эквивалентному уравнению (27). Каковы бы 
ни были постоянные k  и k , )2,0(  mk , решение уравнения (27) будет решением задачи R-G. До-

кажем, что уравнение (27) имеет решение из класса )0,(1 GC  . Как и в случае оператора   )(, zVP aG , 

доказывается, что оператор  ^ ( )mP V z  вполне непрерывен в )0,(1 GC  . 

 



К теории эллиптических систем… 

Серия «Математика». № 4(60)/2010 9 

Поэтому наше утверждение будет доказано, если покажем, что однородное уравнение 
  ^ ( ) 0mV P V z  , Gz , (28) 

не имеет нетривиального решения в классе )0,(1 GC  . Из (28) в силу интегральной формулы Коши 

[7] получим: 

     ( ) (0) ( )G mK V z P V z P V z    , Gz . 

Если разложим в ряд левую и правую части последнего равенства по степеням z , Rz || , то по-
лучим: 

 


  0)( detV ik , )12,1(  mk ,  it Re . (29) 

Кроме того, в силу леммы 3 любое решение уравнения (29), как решение уравнения (15), можно 
представить в виде 
 )(exp)()( zzzV  , (30) 
где 

)()()( 0 GCGUz   , (0) 0;   

 






















 dG
zR

zVz

z

V
z

G
2

^^ )()(1
)( , 

)(

)(
)(

*
^

zV

zV
zV  . 

Но )(zV  удовлетворяет также однородному краевому условию 

 0)](Re[  tVt m , t . (31) 

Так как 0)](Re[  ti , t , то краевое условие (31) в силу (30) принимает вид 0)](Re[  tt m . Об-

щее решение этой задачи в силу 0)0(   имеет вид 





12

1

)(
m

k

k
k zcz , где , ( 1, 2 1)kc k m  , — ком-

плексные постоянные, удовлетворяющие условиям 2m k kc c    ),1( mk  . Поэтому в силу (30) реше-

ние уравнения (28) должно иметь вид )(exp)(
12

1

zzczV k
m

k
k  





. 

Внося это в равенство (29), получим: 

 0)(exp
12

1

 


 

 dttttc
m

k

nk
k , )12,1(  mn . (32) 

Отсюда следует, что 0kc  ( 1, 2 1)k m  , ибо детерминант системы (32) отличен от нуля как детер-

минант Грамма для системы линейно независимых функций 

 





 

2

)(
exp

t
t k , )12,1(  mk , )()( tt  , t . 

Это доказывает, что однородное уравнение (28) не имеет нетривиального решения. Следовательно, 
неоднородное уравнение (27) имеет решение из )0,(1 GC   для всякой правой части, принадлежащей 

)0,(1 GC  . 

Таким образом, при 0m  неоднородная задача R-G всегда имеет решение, а однородная задача 
R-G ( 0,0  gF ) имеет ровно 12 m  линейно независимых решений над полем действительных 
чисел. Последнее следует из того, что однородная задача эквивалентна интегральному уравнению 

 ^
0( ) ( )m mV P V z z z   , 

где 0 ( )m z  определена по формуле (26), правая часть которой является линейной комбинацией 

2 1m   линейно независимых функций. 
Следовательно, имеет место 
Теорема 5. При 0m   неоднородная задача R-G всегда разрешима, а однородная задача R-G 

имеет 2 1m   линейно независимых решений над полем действительных чисел. 
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2о. Пусть 0m  . Следуя пункту 1о, в уравнении (23) функцию ( )z z  представим в виде 

      0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )z z D g z ic z PV z z Q F z     , (33) 

где 0c  — произвольное действительное число. 

Функция ( )z , заданная по формуле (33), будет принадлежать классу 0 ( )U G , если выполняются 
равенства 
  0 (0) 0;D g   (34) 

 0 0c  . (35) 
Используя (33)–(35), из (23) получим: 

      ^ ^
0( ) ( ) ( ) ( )V z P V z D g z Q F z   , z G , (36) 

где      ^
,0 0( ) ( ) ( );GP V z P V z z PV z        ^

,0 0( ) ( ) ( )GQ V z T F z z Q F z  . 

Если выполняется равенство (34), то любое решение уравнения (36) из 1( ,0)C G  удовлетворяет 

граничному условию (22) при 0m  . Разрешимость уравнения (36) в классе 1( ,0)C G  доказывается 

аналогично доказательству разрешимости уравнения (27). Следовательно, при выполнении условия 
(34) задача R-G разрешима. 

Итак, справедлива 
Теорема 6. При 0m   для разрешимости задачи R-G необходимо и достаточно выполнения од-

ного условия (34). При выполнении условия (34) решения задачи R-G находятся из уравнения (36). 
3о. Пусть 0m  . Так как нам нужны решения задачи R-G из класса (21), в этом случае формула (27) 

не пригодна. Поэтому введем в рассмотрение функцию 1( ) ( )kW z z V z , где k m  . Функция ( )W z  

удовлетворяет уравнению 1 1( ) ( ) ( )z k kW A z W B z W F z       , где 1( ) exp(2( 1) arg ) ( )kB z k i z B z     , 
1

1( ) ( ),k
kF z z F z

    и краевому условию 1Re[ ( )] ( )t W t g t  , t . 

Очевидно, что 1 1( ) ( ,0)kB z S G   , 1( ) ( ,0)kF z S G   . Поэтому эта задача соответствует рассмот-

ренной в пункте 10 задаче при 1m  . Следовательно, функция ( )W z  находится из уравнения (см. 
формулу (27)) 

     ^ ^
1 1 1 1 0( ) ( ) ( ) ( )kW z P W z D g z Q F z ic z     , z G , 

где 0c  — произвольное действительное число; 

     ^ * *
1 ,0 1 1 1( ) ( ) ( )G k kP W z T W z z QW z     , *

1 1( ) ( )k kW A z W B z W     . 

Таким образом, решение задачи R-G при 0m   находится из уравнения 

    ,0 11
1

( )
( ) ( ) ( )

( )

k
j

G k jk
j

z g t dt
V z QV z T F z a z

i t t z


 


   
   , z G , (37) 

где 

  
2 *

1 *
,0

( )
( )( ) ( ) ( ) ;

1

k
k

G

G

z V
QV z T z V z z dG

z




 
 

    

1 * 2 1 * 11 1 1
( ) ( ) ( )j k j j k

j

G G

a V dG V dG t t dt
i

    




       
      ( 0, 1);j k   

1 *
0

1 1 ( )
( )

2
k

k

G

g t
a V dG dt ic

i t





    
   , * ( ) ( )V A z V B z V  . 

Из (37) видно, что для непрерывности функции ( )V z  внутри G  необходимо и достаточно вы-
полнения равенств 

 0,ja   ),0( kj  . (38) 

Условия (38) содержат 2 2k   вещественных равенств. Выполнение одного из них, а именно 
Im 0ka  , можно обеспечить посредством подходящего выбора постоянного 0c . Следовательно, ос-
тается 2 1k   условий. Таким образом, при 0m   задача R-G приводится к уравнению 
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  ,0 11

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) G kk

z g t dt
V z QV z T F z

i t t z  


  
  , z G . (39) 

Оператор ( ) ( )QV z  вполне непрерывен в 1( ,0)C G  и переводит это пространство в 

1( ,0) ( )C G C G
  . 

Если в уравнении ( ) ( ) ( ) 0V z QV z   сделаем замену ( ) ( )V z zW z , то получим уравнение вида 
(7.33) из [1; 300], которое имеет только тривиальное решение. Поэтому уравнение (39) разрешимо в 

1( ,0)C G  при любой правой части из этого же класса. 

Итак, справедлива 
Теорема 7. При 0m   для разрешимости задачи R-G необходимо и достаточно выполнения 

2 | | 1m   условий (38), за исключением условия Im 0ka  . 

Задача Римана-Гильберта с начальным условием для уравнения (1). Пусть  :| |G z z R  , 

 :| | ;t t R    0;   [ ];k    k   , β 1 ;k     0R  . Рассмотрим в G  уравнение (1), где 

1( ), ( ) ( ,0)A z B z S G , 1( ) ( ,0)F z S G . 
Рассмотрим задачу Римана-Гильберта с начальным условием в следующем виде: 
Задача (R–G)0. Требуется найти решение уравнения (1) из класса 

1( ,0) ( )qC G W G  , 
2

2 q 


, 

удовлетворяющее граничному условию 
 Re[ ( )] ( )nt V t g t  , t , (40) 

где ( ) ( );g t C   
2

1 ;
q

    n  — целое число. 

Решение задачи (R-G)0 ищем в виде 
 ( ) ( )kV z z W z  , (41) 

где ( )W z  — новая неизвестная функция из класса 1
1( ) ( ,0);qW G S G  

2
0 β ;

q
   2q  . 

Замечание 2. Если 1  , то подстановка (41) нам не понадобится. 

Замечание 3. Если 0   — целое число, то из  ( ) | |V z O z  , 0z  , 0 1   , следует 

 ( ) | |V z O z  , 0z  . Поэтому результаты, которые будут получены при [ ]   , справедливы и при 

[ ]   . 
Подставив (41) в (1) и (40), соответственно получим: 

 ( ) ( ) ( )z k kW A z W B z W F z    , z G , (42) 

где ( ) ( ) exp( 2 )kB z B z ik    , ( ) ( )k
kF z z F z  и Re[ ( )] ( )mt W t g t  , t , m n k  . 

Очевидно, что 1( ) ( ,0)kB z S G , ( ) ( ,0)kF z S G , 0 1   . Следовательно, мы получим задачу 

Римана-Гильберта для уравнения (42), решенную в §3. Поэтому из результатов §3 следует 
Теорема 8. 1) При [ ]n    задача 0( )R G  всегда разрешима. Соответствующая однородная за-

дача имеет 2( [ ]) 1n     линейно независимых решений над полем вещественных чисел; 
2) при [ ]n    для разрешимости задачи R-G необходимо и достаточно выполнения одного усло-

вия (34); 
3) при [ ]n    для разрешимости задачи 0( )R G  достаточно выполнения 2 [ ] 1n     условий 

вида (38), записанного относительно уравнения (42). 
Замечание 4. Приведенные здесь рассуждения и результаты без особого труда распространяют-

ся и на уравнение [8] 
( , )zV f z V  =F (z), 
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где β( ) ( , );F z S G a  0 1   , а ( , )f z v , как функция от z , для любых V  из класса 1( , )C G a  принад-

лежит классу 1( , )S G a , а также для любых 1 2 1, ( , )V V C G a  удовлетворяют условиям 

1

1 2

1 2 ( , )

( , ) ( , )

S G a

f z V f z V
c

V V





, 0c   — заданное действительное число, и ( ,0) ( , )f z S G a . 
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С.Ə.Əбдіманапов 

Сингуляр нүктесі бар жазықтықтағы эллиптикалық жүйелердің теориясына 

Мақалада Гельдер функциялары мағынасындағы үздіксіз кластағы сингулярлы нүктелі Карлеман-
Векуа теңдеуінің шартсыз шешілетіндігі дəлелденген. Ол үшін Риман-Гильберттің жалпылама есебі 
шешілген, бірінші жəне екінші текті шешімдердің интегралдық көрінісі алынған, шешімдердің 
нөлдері мен полюстерінің құрылымдары зерттелген. Сингулярлы нүктелі жазықтықтағы теңдеу 
шешімдері нөлдерінің, полюстерінің жəне бос мүшесінің құрылымдарының үйлесетіндігі, бұл 
құрылымдардың теңдеудің коэффициенттеріне тəуелсіздігі, оларға тек қана теңдеудің шешілуі тəуелді 
болатындығы анықталған. 

 

S.A.Abdymanapov 

Theory of elliptic systems in the lane with singular point 

The unconditional resolvability of the Karleman-Vekua equation with the singular point in the class of con-
tinuous by Holder’s mean functions was proved in the work. The extended Riman-Hilbert problem for it was 
solved, the integral approximation of the first and second kinds of solution is received and the structures of 
zeroes and solution poles are studied. It was established that the structures of zeroes, solution poles and the 
free component of the equation on a plane with singular coefficient coincide and these structures do not de-
pend on the coefficients of the equation, only the resolvability of the equation depends on it. 

 
 
 
 



«Кадр бөлімі» автоматтандырылған… 

Серия «Математика». № 4(60)/2010 13 

ƏОЖ 94 (574):371.213.42 

Ж.Ж.Айтқожа1, Ж.Х.Жантлесов2, Д.Г.Валиева1  
1Е.А.Бөкетов атындағы Қарағанды мемлекеттік университеті (E-mail: aitkozha_zh@mail.ru); 

2С.Сейфуллин атындағы Қазақ агротехникалық университеті, Астана 

«Кадр бөлімі» автоматтандырылған жүйесінің  
Lotus Notes/Domino R6 ортасында құрылуы 

Мекемелердің жұмысын тиімді басқару жəне қызмет жасауына қойылатын талаптардың бірі — ол 
ақпараттық инфрақұрылымның бар болуы. Автоматтандыру объектісін талдау үрдісінде қағаз 
жұмыстарын есепке алу бағытындағы мекеменің кадр бөлімінің ісін автоматтандыратын арнайы 
жүйені құрастырудың қажеттілігі туындайды. Қағаз жұмыстарын есепке алу — маңызды мəселе, 
нəтижесі қызметкерлерге жұмыс үрдісін ұйымдастыруға жəне оны қадағалауға көмектеседі. Құрылған 
жүйе мекеменің кадр бөлімінің жұмысын жедел ұйымдастырудың құралы болып табылады, ал оның 
интерфейсі мекеме жағынан қызметкерлерді оқыту жұмыстарына қосымша қаржылай жəне уақыт 
шығындарынсыз жеңіл түрде меңгеруге мүмкіндік береді. 

Кілтті сөздер: кадр бөлімі, ақпараттық технологиялар, инфрақұрылым, интерфейс, Lotus 
Notes/Domino, автоматтандырылған жүйе, сервер. 

 
Адам өмірінің барлық салаларында ақпарат көлемінің үздіксіз өсуі мен оның тез əрі жылдам 

жеткізілу қажеттіліктерінің артуы — жаңашыл компьютерлік технологияларды құрастыру мен енгізу 
жұмыстарының белсенділігін айқындау үстінде. 

Іс-қағаз жүргізу тəжірибесі қағаз құжатайналымының төмендегідей негізгі процедураларын 
анықтайды жəне тəртіпке келтіреді: кəсіпорын бөлімшелерінің іс-қағаз жүргізу қызметтеріндегі 
дайын құжаттардың картотекалы-журналды есептері; бөлімшелерге қағаз құжатайналымының көшір-
мелерін жіберу; бөлімшелердегі журналдар мен картотекалардың жиынтығында мəліметтерді бақы-
лау арқылы құжаттардың орындалуын жəне жөнелтілуін қадағалау мүмкіндігі. 

Құжаттарда мекеменің ақпараттық ресурстары топталған, ал құжатайналым басқарудың негізгі 
технологиясына жатады: басқарылатын шешімдер кескінделеді, орындаушыларға таратылады, содан 
кейін құжаттардың формаларында бақыланады. 

Қазіргі заманда басқарушылық шешімдерді қабылдау үшін ақпарат көлемінің тұрақты өсу үрдісі 
байқалмайтын ұйым жоқ. Осы жағдайдың салдарынан бұрынғыдан да артық көлемдегі құжаттарды 
қабылдауға, өңдеуге жəне сақтауға тура келеді. Бірақ құжаттармен жұмыс істеудегі дəстүрлі əдісте-
мелердің тиімділігі азаятыны бəрімізге белгілі. 

Ұйымның ақпараттық кеңістігін құру үшін мəліметтерді өңдеудің барлық жинақтық əдістерін, 
түрлену жағдайларын жəне қасиеттерін ақпараттық үрдістерде қолданған жөн. Көпшілік ұйымдарда 
жұмыс орындарын автоматтандыру, ақпараттық берілгендерін құрылымдық түрге келтіру жағдайла-
ры пайда болады. 

Құжатайналымына арналған автоматтандырылған жүйелерді пайдаланудың көп артықшылықта-
ры бар: шығынды азайту жəне өнімділіктің бағасын арттыру; қателердің санын азайту; жобалардың 
жəне есептердің жағдайын талдауға мүмкіндіктің болуы. 

Ұйымдық мекемелерді тиімді басқару жəне қызмет жасауына қойылатын талаптардың бірі — ол 
жаңа ақпараттық технологиялардың негізінде дамытылған ақпараттық инфрақұрылымның бар болуы. 
Оның маңыздылығы нормативті, анықтамалық, фактографиялық жəне т.б. ақпараттық берілгендері 
бар басқарушылық ресурстарының деректер қорларын құруда байқалады. 

Автоматтандыру объектісін талдау үрдісінде іс-қағаз жұмыстарын есеп алу бағытындағы меке-
менің кадр бөлімінің ісін автоматтандыратын арнайы жүйені құрастырудың қажеттілігі туындады. 

Іс-қағаз жұмыстарын есепке алу — көкейкесті мəселе, оның нəтижесі қызметкерлерге жұмыс 
жасау үрдісін ұйымдастыруға жəне оны қадағалауға көмектеседі. Бұл мақсатты орындау үшін «Кадр 
бөлімі» автоматтандырылған ақпараттық жүйесі құрылды. Берілген автоматтандырылған ақпараттық 
жүйе ұйымдастырушылық объектілерімен басқарылатын автоматтандырылған жүйеге жатады. «Кадр 
бөлімі» автоматтандырылған ақпараттық жүйесі — мекемеде жұмыс істейтін қызметкерлер туралы 
дерек қоры. Бұл жүйе төмендегідей функцияларды орындайды: қызметкерлер туралы мəліметтерді 
енгізу жəне өзгерту; мəліметтерді көру жəне өзгертудегі қауіпсіздік деңгейін қамтамасыз ету; сұра-
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ныстар бойынша есептерді баспаға шығару; енгізілген мəліметтерді топтастыру. Қордағы негізгі құ-
жаттың ролін қызметкердің жеке іс-парағы атқарады. Онда келесі мəліметтер бар: аты-жөні, туған кү-
ні, ұлты жəне т.б.; қызметкердің лауазымы, қызметкердің жұмыс істейтін бөлімі; жеке мəліметтер: 
куəлік номері, мекенжайы, телефоны жəне т.б.; қызметкердің білімі, бітірген оқу орны, мекемедегі 
негізгі жұмыс түрі; қызметкердің келісім-шартқа отырған күні, тіркелген зейнетақы қорының атауы, 
еңбек кітапшасының номері. 

Құрылған автоматтандырылған ақпараттық жүйенің төмендегідей қасиеттері бар: 
 бейімделу — пайдаланушылардың өзгеретін мұқтаждықтарына қарай баптау; 
 өлшемін өзгерте алу — бұл өңделетін ақпараттың көлемінің өсуіне жəне бір уақытта жұмыс іс-
тейтін пайдаланушылардың санына байланысты жүйені өзгерту қажеттілігі туындамайтынына, 
қаржыны үнемдеу тарапына кепіл болатын басты талап; 

 кеңейтілу — бас кезінде қабылданған даму концепциясынан жəне технологиялық қордың ше-
карасынан шықпай, пайдаланушылардың мұқтаждықтарына сəйкес жүйенің функционалдық 
мүмкіндіктерін кеңейтуге рұқсат ету. Жүйе басшылардың екі-үш жылдан кейін шешетін есеп-
терін де орындай алуы; 

 орынды ауыстыру — əр түрлі аппараттық негіздерде, операциялық жүйелерде, дерек қорлары-
ның серверлерінде жұмыс істей алу мүмкіндігі; 

 интегралдау — ұйым қызметінің барлық аспектілерін, басқарушылық міндеттерін біртекті та-
рапталған ақпараттық жүйеге біріктіре алуы; жүйенің құжаттарына, есептеріне жəне функция-
ларына ену құқықтарының бірыңғай жүйесі болуы; берілгендерді бір еселі енгізу; 

 пайдаланушы үшін «мөлдірлік» қасиеті — пайдаланушы дерек қорымен жұмыс істеу кезінде 
ақпараттық жүйе бөлімдерінде мəліметтердің нақты физикалық орналасуын білмеуі. Барлық 
сұраныстар мəліметтердің физикалық орналасуынсыз қалыптасуы қажет; 

 бірыңғай деректер қорында берілгендерді (жұмыс нəтижелерін) шығару; 
 түсінікті интерфейс; 
 жұмыс істеудің көппайдаланушылық тəртібі. 
Сонымен қатар жүйені құру үшін қойылған тағы бір талаптың бірі — IBM корпорациясының 

өнімі Lotus Notes-тың таңдалуы. Бұл таңдау Lotus Notes/Domino-ның жетістіктерінің басқа бағдарла-
малық құралдардан артықшылықтарымен түсіндіріледі. Жүйенің құрылымы жəне бизнес-моделі 1-су-
ретте көрсетілген. 
 

 

1-сурет. Жүйе құрылымынының бизнес-моделі 

Жүйенің қолданушылық интерфейсі түсінікті əрі тым күрделі емес болып келеді. Негізгі терезе-
нің көрінісі 2-суретте көрсетілген. 
 

Мекеменің бөлімдері 

Қызметкерлердің жеке істерін
жоспарлау 

Штаттық жиынтығы (жұмыс түрі) 
ДҚ ДҚ 

ДҚ 

ДҚ 

Штаттық Өзара алмасқан 

Қызметкерлердің жалпы 
жұмысының көрінісі 

Қызметкерлердің  
лауазымдары 

Сұраныстар бойынша  
есептер 
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2-сурет. Негізгі терезе 

Жүйеде графикалық интерфейс жəне көмекші жүйе, яғни анықтамалар мен ережелер, өрістерге 
тиісті ішкі анықтамалар, бар. Кадр бөлімінің қызметкерлері төмендегідей əрекеттерді орындайды: 
қызметкерлер туралы берілгендерді енгізу жəне өзгерту; сұраныстар бойынша есептерді баспаға шы-
ғару; дерек қорынан толтырылған мəліметтер бойынша қызметкерлерді іздеуді жүзеге асыру; мəлі-
меттік берілгендерді статистикалық түрде топтау; қызметкерлердің қызметтік куəліктерін жасау. Бұл 
жұмыстың негізгі ерекшеліктері — қазіргі кезде кең қолданыс табатын автоматтандырылған ақпарат-
тық жүйеге жататындығы жəне əрі қарай жалғастыру мүмкіндіктерінің болуы, яғни бас кезінде қа-
былданған даму концепциясынан жəне технологиялық қордың шекарасынан шықпай, пайдаланушы-
лардың мұқтаждықтарына сəйкес жүйенің функционалдық мүмкіндіктерін кеңейту, ұйым басшыла-
рының алдағы жылдарда шешетін есептерін де орындай алатын етіп жақсарту. 

Құрылған жүйе мекеменің кадр бөлімінің жұмысын жедел ұйымдастырудың құралы болып та-
былады. Оның интерфейсі мекеме жағынан қызметкерлерді оқыту жұмыстарына қосымша қаржылай 
жəне уақыт шығындарынсыз жеңіл түрде меңгеруге мүмкіндік береді. 

Жүйе мəліметтерге рұқсатсыз қол сұғушылықтан жəне оларды өзгертуден қорғалған: əр пайда-
ланушының белгілі бір объектілерді жаңадан құруға, өзгертуге жəне өшіруге құқығы болады; бұл құ-
қық администратордың мекеме бастығымен ақылдасу арқылы келісіп қойылады. Автоматтандырыл-
ған автоматтық жүйеде əр түрлі деңгейдегі пайдаланушыларға деректерге енуге жəне əрбір жұмыс 
орнында пайдаланушыға енуге рұқсат етілетін қызметтерді баптау мүмкіндігі қамтамасыз етілген. 

Қарастырылып отырған автоматтандырылған автоматтық жүйеде қауіпсіздіктің бірнеше деңгей-
лері қарастырылған: 

 сервердің жүйелік құралдарымен енгізілген қорғаныс; 
 жүйедегі маңызды объектілер үшін өзгертулердің журналын жүргізу; 
 жүйенің берілгендері мен функцияларына жеке пайдаланушыларға ену мүмкіндігін шектеу. 
Lotus Notes/Domino жеті негізгі технологиялардың қосындысы болып табылады: құжаттарға ба-

ғытталған деректер қоры; қосымшаларды құрастыру құралдары; мəліметтік берілгендерді реплика-
циялау жүйесі; электронды пошта жүйесі; деректер қауіпсіздігінің құралдары; күнтізбелік жоспарлау 
мен кестелерді жасау құралдары; Web-технологиялар жəне Internet/Intranet технологиялары [1]. 

Барлық аппараттық құралдармен қамтамасыз ететін жəне программаның басқа кластарын аппа-
раттық қамтамасыз етумен тура байланысымен ерекшелейтін дербес электрондық есептеуіш машина-
ларының ажырамайтын бөлігі — операциялық жүйе (ОЖ). Операциялық жүйе негізгі программалық 
қамтамасыз ету жағдайына байланысты таңдалады: ОЖ жұмыс істеуді 32-биттік режимді қамтамасыз 
ету жəне ол көп таралған жəне ашық болуы керек. Domino R6 сервері үшін келесі операциялық жүйе-
лердің біреуін пайдалану қажет: Microsoft Windows NT 4.0 (SP4-SP6), Windows 2000 (XP); AS400; 
AIX 4.x; OS/390; Sun Solaris 7. Notes клиенті үшін: Microsoft Windows 95 (98, ME) немесе Windows 
2000 (XP, 2003). 
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Автоматтандырылған жүйеде жұмыс орындау үшін Lotus Domino R6 деректер қорының сервері-
не қойылатын минималды талаптардың жиыны: процессор (CPU) — Intel Pentium 4 2,6 GHz, 
(800 MHz bus), 512 KB L2; аналық тақта — Socket 478, i865E, ATX, Serial ATA, 5 PCI, 4DDR, Video; 
жедел жады — DIMM DDR 512 MB. 

Lotus Notes клиентінің жұмыс орнына қойылатын техникалық талаптардың жиыны: процессор 
(CPU) — Intel, Celeron, 2.0 GHz, S-478 PGA, 128KB; аналық тақта — Socket 478, i845DE, ATX, ATA-
100, 3PCI, 2DDR, SB; жедел жады —DIMM DDR 256 MB PC2100 [2]. 

Автоматтандырылған жүйені орнатуға дискіде 50 мегабайт қосымша орын болуы тиіс. 
Қазіргі жоғары оқу орындарында дайындалатын «Информатика», «Ақпараттық жүйелер» маман-

дықтары бойынша əр түрлі программалау тілдерімен қатар деректер қорларына қатысты пəндер де 
қарастырылады. Алайда қазіргі заман талабына сай жақсы білікті мамандарды дайындау үшін мүм-
кіндік болса, өмірдің əр түрлі салаларында кеңінен қолданылатын күрделі ақпараттық жүйелерді оқы-
ту дұрыс деп есептейміз. «Информатика», «Ақпараттық жүйелер» мамандықтары бойынша осындай 
Lotus Notes/Domino, Oracle жүйелерін студенттерге оқытып үйретсе, орынды болар еді. Себебі бұл, 
біріншіден, осындай күрделі жүйелермен, олардың ортасымен ертерек танысуға, екіншіден, олардың 
программалау ортасымен танысып, деректер қорын басқарудың программалық кодтарын құруға мүм-
кіндік береді. 
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Создание автоматизированной системы «Отдел кадров»  
в среде Lotus Notes/Domino R6 

Основным принципом эффективности управления работ подразделении является наличие информа-
ционной инфраструктуры. В данном проекте разработана система, автоматизирующая работу «Отдела 
кадров». Отчетность бумаг является важным фактором, а ее итоги позволяют сотрудникам управлять 
и наблюдать за процессом работы. Созданная система является средством эффективного управления 
работы «Отдел кадров» и при этом, не затрачивая дополнительных финансов и ценного времени со 
стороны учреждения для обучения сотрудников, интерфейс дает возможность быстро и просто осво-
ить работу с автоматизированной системой. 

 

Zh.Zh.Aiytkozha, Zh.H.Zhantlesov, D.G.Valieva 

Creation of automated system «Staff department»  
in the environment of Lotus Notes/Domino R6 

The main principle of efficiency management of work of divisions is presence of an information infrastruc-
ture. In the given project the system automating «Staff department» work is developed. The reporting of pa-
pers is the important factor, and its results allow employees to operate and observe of work process. The cre-
ated system is means of efficient control of work «Staff department», without spending the additional finance 
and valuable time from establishment for training of employees, the interface gives the chance quickly and to 
master simply work with the automated system. 
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Новые свойства уравнений Навье-Стокса 

В работе из системы уравнений Навье-Стокса (УНС) выведено нелинейное уравнение параболическо-
го типа для плотности кинетической энергии и выявлено важное свойство этого уравнения — прин-
цип максимума. С помощью последнего доказана справедливость принципа максимума и для УНС. 
На основе этого принципа показана однозначная разрешимость слабых и существование сильных ре-
шений задачи для УНС в целом по времени [0, ], .t T T     

Ключевые слова: уравнения Навье-Стокса, оператор, Лаплас, Гамильтон, принцип максимума, вектор 
скорости, слабое обобщенное решение. 

 
Введение. Основные нерешенные проблемы уравнений Навье-Стокса (УНС) содержатся, на-

пример, в [1–4] и др. В частности, в монографии О.А.Ладыженской [1; 13] приведены нерешенные 
проблемы математической теории УНС. По-видимому, главная среди них следующая: «Имеет ли ме-
сто однозначная разрешимость «в целом» общей трехмерной начально-краевой задачи в каком-либо 
классе обобщенных решений без предположений малости об известных функциях и областях, запол-
ненных жидкостью?». 

В ряде работ автора [5–7] и других показаны некоторые базовые утверждения для доказательст-
ва принципа максимума для УНС. В настоящей работе эти результаты подытожены и доведены до 
математической строгости. На их основе доказаны однозначная разрешимость слабых и существова-
ние сильных решений задачи для УНС в целом по времени [0, ]t T T    , что позволяет утвер-
ждать: получен некоторый положительный ответ на изложенную выше проблему. 

Постановка задачи. Рассмотрим начально-краевую задачу для УНС [1] относительно вектора 
скорости ( , , )U U U U 1 2 3  и давления P  в области (0, ]Q T  : 

 Δ ( , ) f( , );
U

U U U P t x
t

     


 (1a) 

 0;divU   (1b) 
 (0, ) ( );U x x   (1c) 

 ( , ) 0;U t x         ,x  (1d) 

где ;x R 3 — выпуклая область, заполненная однородной жидкостью, а  — её граница, 

[0, ], ;t T T    0 μ  — динамический коэффициент вязкости;  , — операторы Лапласа и Га-

мильтона; 
0

( ) —J  пространство соленоидальных векторов, а ( )G  состоит из .  Известно [1; 42] 

ортогональное разложение 
0

( ) ( ) ( ),L Q G Q J Q 
2

 причем элементы 
0

( )J Q  при t  принадлежат 
0

( )J  ; 
1

2,0 ( ) —W  соболевское пространство функций, равных нулю на ; 2,1
2,0 ( ) —W Q гильбертово про-

странство функций, равных нулю на [0,T]  и имеющих обобщенные производные 

tU ,U ,U , , 1,3 ;x x x  
  { } из 2L (Q) ; 

2
(0, ; ( )) —kL T W  пространство измеримых по t  и при каждом 

[0, ]t T  принимающих значения из 
2

( )kW  ; 
0

J ( ) —p  пространство соленоидальных векторов из 

( ), 2
p

L p   ; f  и Φ — векторы функций соответственно внешних сил и начальных данных, удов-

летворяющие следующим требованиям: 

 i) 
0

( , ) ( ) ( );f t x C Q J Q    ii) 
0

1

2,0
( ) ( ) ( ) ( )x C W J       .  

Принцип максимума. Из уравнений (1a) при f 0 , воспользовавшись формулой 

 
2

3

1

| | ,E U U U  


       
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получаем нелинейное уравнение параболического типа для плотности кинетической энергии (к.э.) 
2 / 2E   : 

 
3

2

1

( , ) | | ( , ) 0,
E

E E E U P
t 




        
 N U U  (2) 

где | |  U  есть модуль вектора скорости,  ( , )  — скалярное произведение векторов. 

Теорема 1 [6]. Пусть [0, ]Q T   — цилиндрическая область с границей [0, ]T   в про-

странстве переменных ,t x  и функции 2( , ) ( ) ( )P E C Q C Q   удовлетворяют уравнению (2). Тогда 

функция ( , )E t x принимает свой максимум в цилиндре Q  на нижнем основании {0}  или на его 
боковой поверхности [0, ]T  , т.е. 

 
0 [0, ]

( , ) max{ sup ( , ), sup ( , ) } .
t t T

E t x E t x E t x C const
     

  
x x

 (3) 

Определение 1. Будем говорить, что вектор скорости ( , )U t x  имеет в точке
1
( , )M t x   области Q  

экстремум, если каждая компонента вектора скорости ( , ), 1,2,3U t x   , в этой же точке 1M  достига-
ет локального экстремума (либо локального максимума, либо локального минимума). 

Для доказательства теоремы 1 используются следующие утверждения. 

Лемма 1[4]. Если плотность к. э. ( , )E t x  в некоторой точке 
1
( , )M t x   области [0, ]Q T   дос-

тигает своего максимума, тогда точка 1M  является стационарной точкой вектора скорости U , т.е. 

 1( ) 0, 1,3U M    , (4) 

и U  в точке 1M  достигает локального экстремума. Причем, по крайней мере, в этой же точке 1M  од-

на из компонент вектора скорости U  достигает либо положительного максимума, либо отрицатель-
ного минимума. 

Доказательство. По условию леммы в точке 1M  области [0, ]Q T   выполняются необходи-

мые условия экстремума функции ( , )E t x  в точке 1M : 

 1( ) 0E M  , (5) 
Откуда легко показывается соотношение (4). Для доказательства второй части леммы 1 рассмотрим 
достаточные условия локального максимума E  в точке 1M  относительно главных миноров симмет-
рической матрицы 

 

2 2 2

2
1 1 2 1 3

2 2 2

2
1 2 2 2 3

2 2 2

2
1 3 2 3 3

E E E

x x x x x

E E E
E

x x x x x

E E E

x x x x x

  
    

  


    

  
    

  

в виде 1 1( ) 0;E M   2 1( ) 0E M   и 3 1( ) 0E M  , что присуще отрицательной определенности матрицы 

E , где главные миноры обозначены через E , и β  указывает порядок минора. 

Дифференцируя плотность к.э. E, найдем элементы матрицы Е: 

 
22 3 3

1 1

, 1,3; 1,3.
i j i j i j

U U UE
U i j

x x x x x x
  


 

  
   

         

Отсюда с учетом (4) запишем неравенство для первого главного минора: 

 
23

1 1 2
1 1

( ) 0.
U

E M U
x







 

  (6) 

Это неравенство возможно тогда и только тогда, когда, по крайней мере, одна из компонент скорости 
удовлетворяет достаточному условию либо положительного максимума, либо отрицательного мини-
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мума по переменной 1x  в точке 1M , а остальные — отрицательного максимума (положительного ми-

нимума) и вектор U  достигает экстремума по переменной 1x . 

В самом деле, при некотором   компонента U  удовлетворяет достаточному условию положи-
тельного максимума (отрицательного минимума) по переменной x1, тогда 

 
2 2

1 1 12 2
1 1

0 ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0 ,( )U U
U M U M M

x x
 

 

 
     

 
  

тем самым 

 
2

1 12
1

( ) ( ) 0
U

U M M
x








. (7) 

Когда это неравенство выполняется при  , тогда все компоненты U  удовлетворяют достаточному 

условию положительного максимума (отрицательного минимума) по переменной 1x  и выполняется 
(6). Однако этого может не быть, и в худшем случае только одна из компонент может удовлетворять 
достаточному условию положительного максимума (отрицательного минимума). А оставшиеся ком-
поненты удовлетворяют достаточному условию либо отрицательного максимума, либо положитель-
ного минимума, и неравенство (6) выполняется при условии, когда имеет место неравенство 

 
2

1 12 2
1 1

( ) ( )| | UU
U M U M

x x


 





  ,  

т.е. модуль левой части неравенства (7) должен превышать сумму остальных двух слагаемых в (6). 
Если это требование не имеет место, то вместе с ним и неравенство (6). Тогда остается случай, что 
любые две компоненты вектора скорости удовлетворяют достаточному условию либо положительно-
го максимума, либо отрицательного минимума, а последняя компонента удовлетворяет достаточному 
условию отрицательного максимума (положительного минимума) и наверняка выполняется неравен-
ство (6). Вектор U  достигает экстремума по переменной 1x . Теперь, используя (4), рассмотрим нера-

венство для главного минора второго порядка в точке 1M : 

 

23

1
1 1 2

2 1 2 23 3

2
1 11 2 2

( )

U
E U

x x
E M

U U
U U

x x x






 
 

 


 

 
 
  



 

22 23 3

1 2
1 12 1 2

0.
U U

E U U
x x x

 
 

 

  
     

    

Отсюда, с учетом (6), минор 2E  будет положительным тогда и только тогда, когда 

 
23

2
α 1 2

0.
U

U
x









   

Откуда, рассуждая так же, как в предыдущем случае, показывается, что вектор скорости U  достигает 
экстремума по переменной 2x  и, по крайней мере, одна из компонент удовлетворяет достаточному 

условию положительного максимума (отрицательного минимума) по переменной 2x  (заметим, что 
это именно та компонента, которая достигла положительного максимума (отрицательного минимума) 
по 1x ), а остальные — отрицательного максимума (положительного минимума). 

Наконец, займемся минором третьего порядка. Неравенство для минора 3 1( ),E M  с учетом (4), 

запишем в точке 1M  в виде 

 

2 23 3

1
1 11 2 1 3

2 2 23 3 3

3 2
1 1 11 2 2 2 3

2 2 23 3 3

2
1 1 11 3 2 3 3

U E
E U U

x x x x

E E E
E U U U

x x x x x

E E E
U U U

x x x x x


 

 

  
  

  
  

 
   

  
 

    

  
    

 

  

  
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23

1
1 1 3

22 23 3
1

2
1 11 3 3

1

U
E U

x x
E

E U U
U U

x x x






 
 

 


 


 
  



 

223

1
1 1 3

2 23 3
1

1 11 2 2 3

1
0.

U
E U

x x

E U U
U U

x x x x






 
 

 


 

 
 
   



 
 (8) 

Справедливость последнего тождества можно проверить непосредственным вычислением определи-
телей. С учетом знаков 1E  и 2E  из (8) приходим к выводу, что 3E  будет отрицательным тогда и толь-
ко тогда, когда 

 

23

1
1 1 3

2 23 3

2
1 11 3 3

U
E U

x x

U U
U U

x x x






 
 

 


 


 
  



 

2 23 3
2

1 2
1 13 1 3

0.( )U U
E U U

x x x
 

 
 

 
 

      

Это неравенство возможно тогда и только тогда, когда 
23

2
1 3

0.
U

U
x









  Опять-таки, как в предыду-

щих случаях, это неравенство имеет место тогда и только тогда, когда вектор скорости U  достигает 
экстремума по 3x  и, по крайней мере, одна из компонент удовлетворяет достаточному условию по-

ложительного максимума (отрицательного минимума) по переменной 3x  (снова заметим, что это 
именно та компонента, которая достигла положительного максимума (отрицательного минимума) по 

1x  и 2x ), а остальные — отрицательного максимума (положительного минимума). Лемма 1 доказана. 
Для функции давления P  имеет место аналогичная 
Лемма 2 [6]. Если плотность к. э. ( , )E t x  достигает своего максимума в некоторой точке 

1
( , )M t x  области [0, ] ΩQ T  , то точка 

1
M  является стационарной для функции давления ,P  т.е. 

справедливо равенство 
1

( ) 0P M  . 
Доказательство. Запишем известную формулу из векторного анализа 

 ( , ) [ , ]U U E U    , (9) 
где [ , ]  — векторное произведение; rotU . 

По условию теоремы 1 вектор-функция [ ,U  ] непрерывна в ограниченной области   при 
[0, ]t T  , тем самым 2[ , ] ( ) [0, ].U L t T      Тогда, следуя [1], вектор-функцию [ , ]U   представим 

в виде ортогональной суммы: 
 ( )[ , ]   ,JU R V    (10) 

где ( )R G   ,
0

( ) ( ).JV J Q  Откуда заодно вычислим граничные значения R : 

 
Ω

0,
R

n 





 (11) 

так как ( ) | 0JV n    и [ , ] | 0U n    соответственно, в силу 
0

( )JV J  и (1d), где n  есть единичный век-
тор внешней нормали в точке х границы Ω . 

Законность соотношения (10) следует из разрешимости задачи Неймана для R  с правой частью 
[ , ]div U   и граничным условием (11). 
Раскрывая операцию div из вектора функции ( , )U U , запишем 

 
3

, 1

div(( , ) ) .k

k k

U U
U U

U U


  

 
 

   (12) 

Отметим, что правая часть последней формулы обращается в нуль в точке 1M  экстремума вектора 
скорости U, так как в этой точке выполняются условия (4). 

Формулу (9) с учетом представления (10) перепишем ( )( , ) JU U E R V    . 
Применяя оператор div  к предыдущему соотношению и используя (12), получим: 

 
3

, 1

k

k k

U U
E R

U U


  

 
   

  . (13) 
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Отсюда, благодаря (6), найдем 
 1 1( ) ( ) 0.E M R M     

Откуда 1( ) 0R M  , так как по условию леммы 1( ) 0E M  , т.е. для функции R  в точке 1M Q  вы-

полняется необходимое условие локального максимума. Тем самым точка 1M  является стационарной 

для функции ( , )R t x . Из чего следует, что 1( ) 0.R M   

Применим операцию div  к векторному уравнению (1a). Тогда с учетом (1b), получим уравнение 
Пуассона, связывающее давление P  с вектором скорости :U  
 div{( , ) }.P U U    (14) 
Правую часть уравнения (14) заменим соответствующей величиной из формулы (13), а затем умно-
жим на произвольную функцию 0( ) ( )x C    и с помощью интегрирования по частям получим 

 
Ω

( )  0 [0, ].P E R dx t T         

Откуда, благодаря произвольности ,  имеем: ( , ) ( , ) ( , ) 0, ( , ) .P t x E t x R t x t x Q       Это тож-

дество запишем в точке 1M Q  1 1 1( ) ( ) ( ) 0.P M E M R M     

Откуда следует: 1( ) 0P M  , так как 1( ) 0E M   и 1( ) 0R M   в точке 1M Q  экстремума 
вектора скорости U. Лемма 2 доказана. 

Для доказательства теоремы 1 воспользуемся известным приемом [4; 511]. Предположим про-
тивное, т.е. функция ( , )E t x  достигает своего максимального значения в некоторой точке 0 0

0
( , )M t x  

внутри области [0, ] ΩQ T  : 

  0
0 [0, ]

max{ sup ( , ), sup ( , ) } 0.
t x t T x

E M E t x E t x C
     

    (15) 

Обозначим 0 0( , ) 0m E t x C    и введем функцию ( , x) ( , x) 1 .
2

( )m t
H t E t

T
    Функция ( , )H t x  так-

же принимает свое максимальное значение в некоторой точке 1M Q , причем 

1 0
( ) ( )H M H M m  . 

Используя результаты лемм 1, 2, выпишем все необходимые условия максимума функции H  в 
точке 

1
M : 

 0; 0 :  0;    0, 1,3; 0 .{ }H
H H U P

t 


           


 (16) 

Из уравнения (2) с учетом условий (16) найдем для точки 
1

M  цепь неравенств: 

 
3

2

1
( , ) | | ( , ) 0.

2 2

H m m
NH H H U U P U

t T T 


          


 

Это означает, что неравенство (15) неверно. Следовательно, справедливо (3). Теорема 1 доказана. 
Теорема 1 и леммы 1, 2 позволяют сформулировать следующий принцип максимума для уравне-

ний (1a). 
Следствие 1. Пусть в [0, ]Q T   — цилиндрической области с границей [0, ] ΩT   в про-

странстве переменных ,  t x  функции 2,   , 1,3 ( ) ( )( )P U C Q C Q      удовлетворяют уравнению 

(1a). Тогда каждая функция U  принимает свой положительный максимум (отрицательный мини-

мум) в цилиндре Q  на нижнем основании {0} Q  или на его боковой поверхности [0, ]T  , т.е. 

 
0 [0, ]

( , ) max{ sup ( , ), sup ( , )}, ( , ) ;
t x t T x

U t x U t x U t x t x Q  
     

   (17a) 

 
0 [0, ]

( , ) min{ inf ( , ), inf ( , )}, ( , )( )
t x t T x

U t x U t x U t x t x Q       
  , 1,3.   (17b) 

Доказательство. По теореме 1 плотность к. э. принимает свой максимум в цилиндре Q  на ниж-

нем основании {0} Q  или на его боковой поверхности [0, ]T  , вместе с ним по лемме 1 хотя бы 

одна из функций ( , ), α 1, 2, 3U t x  , имеет либо положительный максимум, либо отрицательный ми-
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нимум в точке, где функция E  достигает локального максимума. Откуда имеем (17). Отсюда, следуя 
[4; 513], можно получить доказательство следующего утверждения. 

Следствие 2. Если вектор-функция ( , ) —U t x классическое решение начально-краевой задачи 
уравнений Навье-Стокса (1) и вектор-функции ,f   удовлетворяют условиям i) и ii), то справедлива 
оценка 
 1( ) ( ) ( )

,
C Q C C Q

U T f A T


        

где 
 

( ) 1 3
maxsup| ( , ) | .

C Q
Q

U U t x
  (18) 

Слабые обобщенные решения. Умножим уравнение (1a) на произвольную вектор-функцию 
1
2( , ) ( ) ( )Z t x C Q W Q  , равную нулю при ( ) ( )t T x   . Произведение проинтегрируем по облас-

ти Q  и с помощью интегрирования по частям из первых двух слагаемых производные перенесем с 
U  на Z . В результате получим: 

 
3

1

(( , ) ) (0, )( )t k k
kQ Q

UZ U Z U U P Z dxdt Z x dx fZdxdt
 

             . (19a) 

Уравнения (1a) еще раз умножим на градиент произвольной однозначной функции 
1
2(0, ; ( ))L T W Q , и результат проинтегрируем по области  . Откуда, с учетом условий (1d), (1c) и 

ортогональности подпространств ( )G  , 
0

( ),J   получим тождество 

 ( , )
Q Q

P dxdt U U dxdt         [0, ].t T   (19b) 

Определение 2. Назовем слабым обобщенным решением начально-краевой задачи На-
вье-Стокса (1) вектор-функцию U  и функцию P  из пространств 

 
0

1
2 2,0( ) 0, ; ( ) (Ω) ;( )U C Q L T W J     1

2 2(0, ; ( )) ( , ) 0, [0, ] ,( )P L T W P t x dx t T


      

удовлетворяющие тождествам (19) при любых 

 1 1
2 ( ) ( ) 2( , ) ( ) ( ) 0 ; ( , ) 0, ; ( ) .( | ) ( )t T xZ t x C Q W Q Z t x L T W           

Для справедливости этого определения все интегралы, входящие в (18), должны быть конечны 
для любых ,ηZ  из указанных классов. 

Лемма 3. Если входные данные задачи (1) удовлетворяют требованиям i), ii), то для слабого 
обобщенного решения задачи (1) справедливы оценки: 
 

2 2 2

2 2 2 2
((0, ]; ( )) ( ) ((0, ]; ( ))|| || 2 || || 4 || || ;L T L L L T LU T f A

        (20) 

 
23

2 2 2
2L ( ) L ( ) L 0, L ( )2 2 21 0

1 2
(τ) τ Φ f ;

μ μ

t

k T
k

T
U d A

  

    ( ; )
 (21) 

 
2 2

2 2 2
( ) ( ) 1 2 3|| || || ( , ) || 9 .L Q L QP U U A A A      (22) 

Неравенства, аналогичные (20), (21), известны давно, например, из [1; 184]. Для доказательства (22) 
используем следующую цепочку: 

 
2

2

( )
( , )

L Q
U U = 

 =
2

3 3
2 2 2 22

( ) ( )
1 1 0

(( , ) ) 3 9max
T

k k kL Lk
k kQ Q

U U dxdt U U dxdt U U dt
  

 

        . (23) 

Здесь были последовательно использованы неравенства Коши-Буняковского для векторного произве-
дения и Гельдера при 1p q    . Из (19b) и (23), на основании оценок (18), (21), следует (22). 
Лемма 3 доказана. 

Из принципа максимума и полученных априорных оценок следует однозначная разрешимость 
задачи (1). 
                                                      

 Здесь, благодаря принципу максимума, слабые обобщенные решения рассматриваются в более узком классе функ-
ций, чем в [1]. 
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Теорема 2 [5]. Если входные данные f и   удовлетворяют соответственно требованиям i), ii), 
тогда задача (1) имеет слабое единственное обобщенное решение U  и Р, удовлетворяющее тождест-
ву (19) при любых Z и ηиз определения 2. 

Доказательство. Пусть пара функций { , }U P  и * *{ , } —U P два решения задачи (1). Положим 
* *, ,V U U R P P     тогда обычным приемом из задачи (1) переходим к тождеству 

 *( ( , ) ( , ) ) 0 (0, ].
tQ

V
V VV V UV U VV RV dxd t T

t


        

  (24) 

В силу ортогональности подпространств 
0

( )J Q  и ( )G Q  четвертый и пятый члены (24) исчезают. Все 
остальные члены преобразуем с помощью интегрирования по частям, тогда из (24) найдем 

 
3 3

2 2

( ) ( )
1 , 10

0.5 ( ) ( ) .
t

t
k

k k
k kQ

V
V t V d V U dxd

x 
  


       

  2 2L L
 (25) 

Интеграл в правой части оценим последовательно по неравенству Гельдера при 1p q     и Юнга 

при 2p  , в результате получим неравенство 

 
2 2

3 3
2 2 1

1 4 4( ) ( )
, 1 1 0 0

3
/ 2 ( ) ( ) , .

2
t

t t
k

k k k L L
k kQ

V A
V U dxd A V d A V d A

x  
 


         

     

Принимая во внимание оценки (18), (21) и воспользовавшись последним неравенством при 12 / A    

из (25), найдем: 
2

2

4 ( )
(exp( ) ( ) ) 0 (0, ].

L

d
A t V t t T

dt      Отсюда заключим, что 0 (0, ],V t T    т.е. 

что решения U  и *U  совпадают. Теперь с помощью функционального уравнения (19b), учитывая 
только что доказанную единственность U , получим интегральное соотношение для R : 

 0R dx


    [0, ]t T  . 

Отсюда, благодаря η,  получаем 0,R   т.е. градиент давления P  из определения 2 находится 

единственным образом через вектор-функцию U . Теорема 2 доказана. 
Сильные решения 
Определение 3. Если в области Q  решение начально-краевой задачи Навье-Стокса (1) имеет 

всевозможные обобщенные производные того же порядка, что и сами уравнения, то это обобщенное 
решение называется сильным. 

Теорема 3. Если входные данные задачи (1) удовлетворяют требованиям i), ii) и граница области 
2C , тогда у задачи (1) существует сильное единственное обобщенное решение U и P  из про-

странств 

 
0

2,1
2,0 ( ) ( )U W Q J Q  ; 2

2 2(0, ; ( )) ( 0 [0, ]),P L T W Pdx t T


       

удовлетворяющее уравнениям (1) и почти всюду в Q  и для них имеют место оценки: 

 
2 2 2

3
2 2 2

( ) ( ) 3 (0, ; ( )) 5
1

|| || || || 5 2 || || ,t L Q k L L T L
k

U A T f A 


      ;t

U
U

t





 (26) 

 ||
2

2 2
( ) 5 6|| / μ ;L QU A A    (27) 

 
2

2
(0, ; ( )) 5 7|| || / μ , 1,3;k L T LU A A k

     (28) 

 
2

2 2
1 7 10(0, ; ( ))

|| || 3 .
L T L

P A A A
 

    (29) 

 2
22 2

8 ( ) 8(0, ; ( ))
|| || || || , ;L QL T W
U A U A const


    (30) 

 2 2
22 2 2 2

( )0, ; ( ) L 0, ;W ( )
|| || || || || || , , — .p L Q c p cL T W T

P A P A U A A const
 

  
( ) ( )

 (31) 

Для доказательства неравенства (26) из уравнения (1) найдем тождество 

 
2 2

( , )( ) ( )
t

Q Qt t

U U dxd f U U P dx d         
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и будем возводить в квадрат подынтегральные выражения. После этого парное произведение в левой 
части преобразуем с помощью интегрирования по частям, а в правой части таковые усилим по нера-
венству Юнга при 1 2p    . Затем переходим к неравенству 

 
3

2 2 2 2

1

( ) | |kt
kQ Qt t

U dx d U dx d U dx
 

            

 
3

2 22

1

|| || 2 5 (( , ) ) .k
k QQ tt

dx f dxd U U dxd
 

         

Из последнего неравенства с учетом (22) получаем оценки (26)–(28) для сильных обобщенных реше-
ний задачи (1). Причем (28) является лучшей оценкой, чем (21). Далее, из (19a) находим неравенство 

 
3

2 22

1
k

k

P dx U U dx
 

    . 

Оценив правую часть, по неравенству Гельдера при 1p q    , имеем: 

 
3

2 22

( )
1

3 ( ) , [0, ]kL
k

P dx U t U dx t T
 

 

      . 

Отсюда, используя (28), приходим к (29). 
Теперь покажем, что 2 ( )P L Q  . Так как граница области 2 ,C  найдем оценку (30), исполь-

зуя неравенства из [1; 26], справедливого для любой функции 2 2
2 2,0( ) ( ) ( )U x W W     

 2
22

8 ( ) 8( )
|| || || || [0, ], .LW
U A U t T A const

      

Оценку для P  находим из соотношения 

 
3

, 1

k

k k

U U
P

x x


  

 
 

  , 

найденного из векторного уравнения (1a) с применением операции div и с учетом (1b). 
Возведя обе части последнего соотношения в квадрат, проинтегрируем по области Q . Затем, 

произведя оценку в правой части, получаем неравенство: 

 
3

2 4

, 1

( ) 9 [0, ].| |k

k QQ

U
P dxdt dx dt t T

x 


   

   (32) 

Из теорем вложения Соболева имеем, что 2 1
2 6( ) ( ) 0W W      . Отсюда при 2   следует 

неравенство 
 1 2

4 2
9( ) ( )

|| || || || [0, ],k kW W
U A U t T

 
    

где 9 —A  некоторая постоянная. На основании последнего неравенства и (27), (30) из (32) найдем 

оценку (31). Вектор-функция U и функция давления Р, подчинённые оценкам (26)–(31), удовлетво-
ряют уравнениям (1a) почти всюду в области Q . Теорема 3 доказана. 
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А.Ш.Ақыш 

Навье-Стокс теңдеулерінің жаңа қасиеттері 

Мақалада Навье-Стокс теңдеулеріне (НСТ) қойылған бастапқы-шеттік есептен кинетикалық 
энергияның тығыздығы үшін бейсызықты параболалық теңдеу алынып, оның маңызды қасиеті — 
максимум принципі айқындалған. Соңғының жəрдемімен НСТ-ға да максимум принципі 
орындалатындығы көрсетілген. Сөйтіп, НСТ-ға қойылған бастапқы-шеттік есептің барлық уақыт 

[0, ]t T T     аралығында бір мəнді шешілетіндігімен қоса, əлді шешімінің барлығы дəлелденген. 

A.Sh.Akysh 

New the properties of Navier-Stokes equations 

In the work from system Navier-Stokes equations (NSE) are obtained nonlinear equations of parabolic form 
for density of kinetic energy, where important property of these equations — principle of maximum was ob-
tained. With help the last proves validity of principle of maximum and for NSE that mathematical view of 
point is a key. On the basis of this principle it is probed as a whole on time [0, ]t T T     identical solv-

ability of weak generalized solutions and existence of strong solutions. 
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Псевдопериодические решения дифференциальных уравнений  
второго порядка с малыми возмущениями 

В статье приведено обоснование метода малого параметра для псевдопериодических решений диффе-
ренциальных уравнений второго порядка. Получены достаточные условия существования единствен-
ного псевдопериодического решения линейного дифференциального уравнения второго порядка с пе-
риодически зависящим от параметра потенциалом, установлены условия псевдопериодичности реше-
ний и приведен аналог теоремы о неявной функции, применяемый к поставленной задаче о псевдопе-
риодических решениях дифференциальных уравнений второго порядка.  

Ключевые слова: периодическая функция, псевдопериодичность, аналитическая функция, Якоби, 
малый параметр, дифференциальное уравнение второго порядка. 

 
Функцию (τ,eτ α,α),f   порожденную непрерывной в m mR R R   периодической функцией 

 ( , , ) ( , , ) ( )m mf t k k f t C R R R              , ,
mk Z   

назовем псевдопериодической [1] с периодами 1, ( ,..., )m     , где 

1 1( , ); ( ,..., ) ... ; α (α ,...,α ) ... ;m m
m mR t t t R R R R R R               периоды 0   , 

1ω ,...,ωm  — рационально несоизмеримые положительные постоянные; 1ω ( ω ,..., ω )mk k k  — кратный 

вектор-период; 1( ,..., ) ... ;m
mk k k Z Z Z      Z — множество целых чисел; (1,...,1)e   — m-вектор. 

Введем в рассмотрение дифференциальное уравнение второго порядка вида 

 
2

2
2 ( ) ( , , ) ( , , , , )

d x dx
q x f e F e x

dd
              


 (1) 

с ( , , )   -псевдопериодической по ( , , )t   правой частью, которая при 0   обращается в 
псевдопериодический осциллятор 
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2

2
2 ( ) ( , , )

d x
q x f e

d
       


, (2) 

где , ( ), ( , , ), ( , , , , )t e q f t F t x x          — непрерывные; ( , , )    — периодические по 

( , , ) m mt R R R      функции; 0   — малый параметр. 
В дальнейшем важно установление существования единственного ( , , )   -псевдопериоди-

ческого решения линейного уравнения (2), которое связано с отсутствием таких решений 
однородного уравнения 

 
2

2
2 ( ) 0

d x
q x

d
  


 (3) 

с положительным непрерывным  -периодическим потенциалом 
 0 ( ) ( ) ( ), ,m mq k q C R k Z         (4) 
удовлетворяющим условию 
 1 12 ( ) 2 ( 1)l q l        (5) 

с некоторым целым {0,1,2,....}l N  .  
При условии (5) для матрицы Вронского 

 

1
cos ( ) sin ( )

( )( , )

( )sin ( ) cos ( )

q q
qX

q q q

         
       

  

выполнено неравенство 

 det[ ( , ) ] 2sin ( ) 0
2

X E q


      . (6) 

Очевидно, что соотношение (6) гарантирует отсутствие ненулевых псевдопериодических с пе-
риодом ( , )   решений однородного уравнения (3). Тогда легко показать, что неоднородное уравне-
ние (2) при условии 
 ( , , ) ( , , ) ( )m mf t k k f t C R R R              , mk Z , (7) 

допускает единственное ( , , )   -псевдопериодическое решение ( , , )*x e     , которое можно 

представить в виде 

 
( , )

*
( , )

1
( , , ) cos[ ( )( )] ( , , ) ( , )

22 ( )sin ( )
2

e

e
x e q s f s d se

q q

 

  


            

 
, (8) 

где интегрирование произведено вдоль прямой, параллельной главной диагонали пространства точек 
( , )t  с выходом первообразной подынтегральной функции на расширение из этого же пространства в 
пределах, указанных в выражении (8). 

Таким образом, имеем следующую теорему. 
Теорема 1. Пусть выполнены условия (4), (5) и (7). Тогда уравнение (2) имеет единственное 

( , , )   -псевдопериодическое решение *(τ,α τ,α),x e  представимое соотношением (8). 
Действительно, из условий теоремы следует существование интеграла (8) и непосредственно 

проверяется, что он ( , , )   -псевдопериодичен и удовлетворяет уравнению (2). 
Единственность доказывается методом от противного на основе отсутствия ненулевых 

псевдопериодических решений уравнения (3) в силу условия (5). Далее, предположим выполненными 
условия псевдопериодичности непрерывности по , ,t   и липшицевости по ,x x  вида 

 (τ θ,α τ ω,α ω, , ) (τ,α τ,α, , ) ( ), ;m m n n mF e k k x x F e x x C R R R R R k Z               (9) 

 2 2( , , , , ) ( , , , , ) ( ) ( )F e x x F e y y L x y x y                   (10) 

с липшицевой константой 0L  . 
Теорема 2. Пусть выполнены условия (4), (7), (9) и (10). Тогда, для того чтобы решение 

( , , , ( ), ( ))x e u u        уравнения (1) с начальным условием 

 (0,α,α, (α), (α)) (α),x u u u   (1 0 ) 
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 (0, , , ( ), ( )) ( )
d

x u u u
d

      


  

с непрерывными при mR  ( , , )   -периодическими начальными данными ( ), ( )u u   было 

( , , )   -псевдопериодическим, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия: 

 ( , , , ( ), ( )) (0, , , ( ), ( )),x u u x u u             

 ( , , , ( ), ( )) (0, , , ( ), ( )).
dx dx

u u u u
d d

          
 

 (11) 

Доказательство следует из единственности решения начальной задачи (1)–(1 0 ), причем учтем, 

что из  -периодичности начальных данных следует  -периодичность решения по  . Действитель-
но, если решение ( , , , ( ), ( ))x t u u     уравнения (1) ( , , )   -псевдопериодично, то очевидна 
выполнимость условия (11). Обратно, в силу условий (4), (7) и (9), наряду с решением 

( , , , ( ), ( )),x t u u     функция ( , , , ( ), ( ))x t u u       также является решением уравнения (1), причем 
в силу (11) они удовлетворяют одному и тому же начальному условию. Следовательно, они 
совпадают всюду при R  для любых α .mR  Таким образом, теорема 2 доказана. 

Теперь рассмотрим систему функциональных уравнений вида 
 ( , , ) 0u    , (12) 
с малым параметром 0  , условием 

 ( ,0,0) 0   , (13) 
условием периодичности и гладкости вида 

 (0,1,0)
, , ,( , , ) ( , , ) ( ),m n m
uk u u C R R R k Z

   
              (14) 

и с условием неособенности матрицы 
( , , )

( , , )
u

J u
u

  
  


 Якоби, 

 det ( ,0,0) 0, mJ R   , (15) 

где { : 0}, [0, ], 0n nR u R u const R const
            . 

Тогда можно сформулировать теорему о существовании неявной периодической относительно 
mR  функции ( , )u    для достаточно малых значений малого параметра R

 . 

Теорема 3. При выполнении условий (13)–(15) найдется некоторое число *  из промежутка 

*0      такое, что система уравнений (12) имеет единственное  -периодическое по mR  

непрерывное в 
*

mR R
  решение * (α,μ),u u  удовлетворяющее условию * ( ,0) 0u   . 

Теорема 3 доказывается аналогично доказательству теоремы о существовании непрерывной 
обычной неявной функции. Поэтому ее доказательство опускаем. В дальнейшем, усиливая условие 
(10), заменим его условием аналитичности функции: 
 0,0,0, ,

, , , ,(τ θ, ω,α ω, , ) (τ, ,α, , ) ( ), .m m n n m
t x xF t k k x x F t x x C R R R R R k Z 

               (16) 

Сформулируем основную теорему, которая является обобщением метода возмущений [2] на 
псевдопериодический случай. 

Теорема 4. Пусть выполнены условия (4), (5), (7) и (16). Тогда для достаточно малых значений 
параметра R

  уравнение (1) допускает единственное ( , , )   -псевдопериодическое решение 

( , , , )x e      , которое обращается в решение (8) * ( , , )x e      линейного уравнения (2) при 

0 :  ( , , ,0)x e     * ( , , )x e      . 

При условиях теоремы 4 решение ( , , , , , )x e u u       уравнения (1) с начальным условием 

 *(0, , , , , ) (0, , ) ( , ) ( , ) ( ),mx u u x u u k C R R
                  

 *(0, , , , , ) (0, , ) ( , ) ( , ) ( ), ,m md d
x u u x u u k C R R k Z

d d

                  

 
 (1 0 ) 

можно представить в виде степенного ряда относительно ( , ), ( , )u u u u        и  : 

 * 1( , , , , , ) ( , , ) ( , , )x e u u x e z e u                     
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 2 3(τ, τ α,α) (τ, τ α,α)μ ...z e u z e      . (17) 

Разложив правую часть уравнения (1) в степенной ряд относительно x  и 
dx

x
d

 


, а затем 

подставив (17) в (1) на основе метода неопределенных коэффициентов, получим последовательность 
линейных дифференциальных уравнений реккурентного характера для определения коэффициентов 
степенного ряда (17). Тогда, в частности, для коэффициентов 1z  и 2 ,z  имеем уравнения с 
начальными условиями 

 1
1 0 01, 0,

dz
z

d  


  

 2
2 0 00, 1.

dz
z

d  


  

Очевидно, что решениями этих задач являются 

 1 2

1
cos ( ) , sin ( )

( )
z q z q

q
     


. (18) 

Подставив решения (18) в ряд (17), получим: 
 *( , , , , , ) ( , , ) cos ( )x e u u x e q u                  

 3

1
sin ( ) ( , , ) ...

( )
q u z e

q
          


 (19) 

Чтобы выделить из соотношения (19) ( , , )   -псевдопериодические решения уравнения (1), 
воспользуемся условием (11) теоремы 2, которое имеет вид: 

 1 3 3

1
( , , , ) [cos ( ) 1] sin ( ) [ ( , , ) (0, , )] ... ,

( )
u u q u q z z

q
                  


  

 3 3
2

( , , ) (0, , )
( , , , ) ( )sin ( ) [cos ( ) 1] ... .

dz dz
u u q q u q u

d d

                       
 (20) 

Положив 1 2(α, , ,μ) (φ (α, , ,μ),φ (α, , ,μ)),u u u u u u     в силу условий теоремы и соотношения (20) не-
трудно показать, что 
 (0, , , )

, , ,( , , , ) ( , , , ) ( )m n n
u uk u u u u C R R R R   

                  , (21) 

 ( ,0,0,0) 0   , mR , (22) 

 
( ,0,0,0)

det ( ,0,0,0) det 2sin ( ) 0
( , ) 2

J q
u u

  
    


. (23) 

Из соотношений (21)–(23) следует выполнение условий теоремы 3, согласно которой существует 
постоянная * 0   из R

  такая, что система (20) допускает единственное непрерывное решение 

 * *(α,μ), (α,μ),u u u u    (24) 

ω -периодическое по mR , удовлетворяющее условию * *( ,0) 0, ( ,0) 0u u    . 
Тогда, подставив функции (24) в решение (17), получим искомое единственное (θ,ω,ω) -псевдо-

периодическое решение ( , , , )x e       * *( , , , ( , ), ( , ), ),x e u u           которое обладает свойст-

вом ( , , ,0)x e       * ( , , )x e     .Теорема 4 доказана полностью. 
В заключение отметим, что при 0   из полученных результатов следуют соответствующие 

утверждения о квазипериодических решениях дифференциальных уравнений второго порядка. 
Данная заметка является продолжением исследований [3, 4]. 
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З.Ж.Алеуова, Ж.А.Сартабанов 

Аз қозбалы екінші ретті дифференциалдық теңдеулердің  
псевдопериодты шешімдері 

Мақалада екінші ретті дифференциалдық теңдеулердің псевдопериодты шешімдері үшін кіші 
параметр əдісі негізделеді. Потенциалы параметрден үзіліссіз периодты болғандағы сызықты екінші 
ретті дифференциалдық теңдеудің псевдопериодты шешімдерінің болуының жеткілікті шарты, екінші 
ретті дифференциалдық теңдеулердің шешімдерінің псевдопериодты шарты тағайындалады жəне 
қойылған есепті шешу үшін қолданылатын айқындалмаған функция туралы теореманың аналогы 
келтіріледі. 

 

Z.Zh.Aleuova, Zh.A.Sartabanov 

Pseudoperiodic solutions of second-order differential equations  
with small perturbations 

This article deals with the substantiation of the method of small parameter for pseudoperiodic solutions of 
second-order differential equations. Sufficient conditions of the existence of the only pseudoperiodic solution 
of second-order linear equation with periodically parameter dependent potential are obtained, were 
determined the conditions of pseudoperiodic solutions and is given the implicit function theorem analog 
applied to the assigned task. 
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Выбор типичного предприятия-аналога с использованием  
метода анализа иерархии 

В статье описан метод анализа иерархии (МАИ), предложенный Т.Л.Саати, основанный на парных 
сравнениях альтернатив по различным критериям, использующий девятибалльную шкалу и после-
дующее ранжирование множеств альтернатив для всех критериев и целей. В МАИ отношения между 
критериями учитываются путем построения иерархии критериев и применением парных сравнений 
для выявления важности критериев и субкритериев. Отмечено, что примером применения МАИ явля-
ется выбор типичного предприятия — аналога на основе многоцелевого подхода. 

Ключевые слова: метод анализа иерархий, предприятие-аналог, фактор, признак, Саати, альтернатива, 
матрица, индекс согласованности. 

 
Как известно, основополагающим условием применения для оценки стоимости бизнеса метода 

продаж (сделок) является поиск наиболее подходящего предприятия-аналога, которое было продано 
раньше на рынке. 

Применение в рамках сравнительного (рыночного) подхода метода предприятий-аналогов пред-
ставляется исключительно актуальным по следующим соображениям. В отечественных условиях 
имеют место значительные колебания курса акций (голубых фишек) ведущих компаний (по акциям 
РАО ЕС в 2001–2002 гг. наблюдалось двойное и тройное различие курсовых стоимостей), сравни-
тельно небольшой срок обращения этих акций на фондовой бирже, а также высокая вероятность ма-
нипулирования рыночной стоимостью акций крупными держателями пакетов, что является следстви-
ем недостаточной защиты прав мелких акционеров в российском законодательстве. 

Подбор предприятия-аналога должен осуществляться по двум группам факторов (показателей). 
Первая группа факторов общего плана должна соблюдаться в первую очередь на этапе проведения 
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такого анализа. Вторая группа показателей предприятий одной и той же отрасли относится к катего-
рии финансово-экономических. Их соблюдение необходимо после того, как найдены предприятия-
аналоги, удовлетворяющие первой группе факторов. 

В составе первой группы ключевых факторов (признаков) могут фигурировать следующие: 
сходство производимой продукции в рамках одноименной отрасли; соответствие объема и качества 
выпускаемой продукции; идентичность рассматриваемых периодов; тождество стадий развития 
предприятий (рост, зрелость, упадок); примерное равенство производственных мощностей; сопоста-
вимость используемых стратегий развития предприятий; сопоставимость экономических и финансо-
вых показателей деятельности предприятий; сходство климатических условий и территориальных 
расположений предприятий. 

Состав ключевых показателей (факторов) второй группы характеризуется достаточно большим 
многообразием. К примеру, в составе этой группы могут присутствовать следующие показатели 
(ключевые факторы стоимости бизнеса): объем валовой прибыли; объем чистой прибыли; объем чис-
той прибыли, приходящийся на обыкновенную акцию; объем реализуемых услуг; совокупные теку-
щие затраты; уровень уплачиваемых дивидендов на акцию; объем привлекаемых инвестиций; доля 
завоеванного рынка и др. Перечисленными выше показателями все их многообразие не исчерпывает-
ся. В каждом конкретном случае состав показателей второй группы устанавливается экспертом-
оценщиком самостоятельно. 

Известно, что проданные на рынке компании практически всегда достаточно существенно раз-
личаются между собой по ключевым параметрам стоимости бизнеса. Найти абсолютно одинаковые 
проданные компании не представляется возможным. В таком случае для получения обоснованной 
стоимости предприятия, выставляемого на продажу и оцениваемого с помощью метода сделок (про-
даж) принципиальное значение имеет поиск такого ранее проданного на рынке предприятия-аналога, 
ключевые параметры которого в наибольшей мере соответствовали бы первому. 

Для решения этой задачи предлагается использовать многоцелевой подход, который предлагает-
ся реализовать с помощью метода анализа иерархий (МАИ). 

Метод анализа иерархий, разработанный Т.Саати, позволяет решать практические задачи много-
критериальной оптимизации с любым количеством критериев оптимальности [1]. Целесообразность 
его практического использования обусловлена наличием достаточно большого количества преиму-
ществ: он совмещает в себе достоинства аналитических и экспертных методов; обеспечивает реали-
зацию наиболее эффективного способа оценки количественно не измеримых, но вместе с тем важных 
факторов для принятия обоснованных решений; не предусматривает введения ограничения на тран-
зитивность (метод работает с несогласованными суждениями и не требует, чтобы предпочтения по-
требителей или лица, принимающего решение (ЛПР), соответствовали аксиомам полезности); позво-
ляет сводить исследования сложных проблем к достаточно простой процедуре проведения последо-
вательно попарных сравнений; не предполагает прямого определения коэффициентов важности (ве-
сомостей) по показателям, используемым для оценки качества решения задачи; сравнительно прост в 
реализации, а также не требует больших финансовых и временных ресурсов на проведение необхо-
димых расчетов; позволяет решать задачи с неограниченным количеством критериев [2, 3]. 

Проиллюстрируем на практическом примере последовательность расчетов по многокритериаль-
ному методу анализа иерархий. Допустим, что получены три варианта компаний мобильной связи, 
проданных на рынке. Их особенностью является то, что акционерам не выплачивались дивиденды. 
Поставим перед собой цель — выбрать типичный вариант предприятия-аналога. Определимся с со-
ставом критериев (параметров), которым должен удовлетворять наилучший вариант предприятия-
аналога. Как видим, задача выбора типичного предприятия-аналога является многокритериальной. 
Представим данную проблему в виде иерархии. Принятые обозначения критериев (параметров срав-
нения): объем валовой прибыли; объем реализуемых услуг; совокупные текущие затраты; объем чис-
той прибыли на одну обыкновенную акцию; объем привлекаемых инвестиций; доля завоеванного 
рынка. 

Приведем краткую характеристику вариантов проданных на рынке компаний-аналогов [1]. 
Альтернатива — компания А. Компании А соответствует сравнительно небольшой объем реали-

зуемых услуг, имеют место близкие к среднеотраслевым текущие затраты, ниже среднего объем чис-
той прибыли, приходящийся на одну обыкновенную акцию, достаточно значительный объем привле-
каемых инвестиций, сравнительно небольшая доля завоеванного целевого рынка, сравнительно невы-
сокий объем получаемой валовой прибыли. 
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Альтернатива — компания В. Она выступает на рынке сотовой связи под торговой маркой «В». 
Компанию В характеризуют высокая по объему прибыль, достаточно большой объем реализуемых 
услуг, не ниже среднего объем чистой прибыли на одну обыкновенную акцию, вполне приемлемый 
объем привлекаемых инвестиций, доля занимаемого рынка оценивается как средняя, совокупные те-
кущие затраты достаточно большие. 

Альтернатива — компания С. Компании С соответствует достаточно высокая валовая прибыль, 
сравнительно низкие текущие затраты, достаточно большой объем чистой прибыли, приходящийся 
на одну обыкновенную акцию, достаточно большой объем привлекаемых инвестиций, сравнительно 
высокая доля завоеванного целевого рынка (второе место после компании В). 

Для проведения субъективных парных сравнений автором метода МАИ разработана наиболее 
подходящая для общего случая шкала [1]. Она исходит из необходимости применения соответст-
вующих вербально-числовых оценок. Содержание этой шкалы приведено в таблице 1. 

Эффективность использования приведенной выше шкалы доказана как теоретически, так и 
большим практическим опытом ее применения при решении многокритериальных задач в различных 
сферах бизнеса [4, 5]. 

На основании изложенной выше вербальной информации и шкалы относительной важности 
сравниваемых критериев (параметров) заполним числовыми характеристиками матрицу попарных 
сравнений для уровня 2 (табл. 2). 

Т а б л и ц а  1  

Шкала относительной важности сравниваемых элементов 

Интенсивность  
относительной  

важности 
Определение Объяснение 

1 Равная важность Равный вклад двух видов деятельности в 
цель 

3 Умеренное превосходство одного над другим Опыт и суждения дают легкое превосходство 
одному виду деятельности над другим 

5 Существенное или сильное превосходство Опыт и суждения дают сильное превосходст-
во, так что оно становится практически зна-
чительным 

9 Очень сильное превосходство Очевидность одного вида деятельности над 
другим подтверждается наиболее сильно 

2, 4, 6, 8 Промежуточные решения между двумя суж-
дениями 

Применяются в компромиссном случае 

Обратные вели-
чины приведен-
ных выше чисел 

Если при сравнении одного вида деятельно-
сти с другим получено одно из указанных 
выше чисел (напр., 3), то при сравнении вто-
рого вида деятельности с первым получим 
обратную величину (т.е. 1/3) 

– 

Т а б л и ц а  2  

Выбор наилучшего варианта предприятия-аналога: матрица попарных сравнений для уровня 2 

Параметры 1 2 3 4 5 6 
1 1 2 3 5 4 2 
2 1/2 1 4 7 8 1/2 
3 1/3 1/4 1 7 5 3 
4 1/5 1/7 1/7 1 4 1/8 
5 1/4 1/8 1/5 1/4 1 1/6 
6 1/2 2 1/3 8 6 1 

 
Синтез приоритетов. На этом этапе ЛПР представил задачу в виде иерархической структуры, 

составил матрицу и выразил количественно субъективные парные суждения. Все приведенные в мат-
рицах цифры означают нечто конкретное. На их основе надо выбрать наилучший вариант предпри-
ятия-аналога, у которого числовые оценки исследуемых критериев представлены наиболее полно. 
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Ниже описывается, каким образом сочетаются иерархическая декомпозиция и шкала относи-
тельной важности для получения осмысленных подходов к многокритериальной проблеме выбора 
наилучшего (наиболее типичного) предприятия-аналога. Это обеспечивается посредством осуществ-
ления процедуры синтеза локальных приоритетов. 

Синтез: локальные приоритеты. Из группы матриц парных сравнений формируем набор ло-
кальных приоритетов, которые выражают относительное влияние множества элементов на элемент 
примыкающего сверху уровня. Находим относительную величину, ценность или вероятность каждо-
го отдельного объекта через «решение» матриц, каждая из которых обладает обратно симметричны-
ми свойствами. Для этого нужно вычислить множество собственных векторов для каждой матрицы, а 
затем нормализовать (привести к безразмерному виду) результат, получая тем самым вектор приори-
тетов. 

Вычисление собственных векторов — это сложная задача. Одним из наилучших способов явля-
ется определение геометрической средней. Это можно сделать, перемножая элементы в каждой стро-
ке и извлекая корни n-й степени, где n — число элементов. Полученный таким образом столбец чисел 
нормализуется путем деления каждого числа на сумму всех чисел. Другой способ заключается в нор-
мализации элементов каждого столбца матрицы и затем в усреднении каждой строки. Таким образом, 
можно определить не только порядок приоритетов каждого отдельного элемента, но и величину его 
приоритета. 

После того, как компоненты собственного вектора получены для всех n строк, становится воз-
можным их использование для дальнейших вычислений. 

Следующий этап вычислений связан с нормализацией с целью получения соответствующих оце-
нок вектора приоритетов. 

Дальнейший этап предусматривает проверку уровня согласованности локальных приоритетов [5]. 
Согласованность локальных приоритетов. Важным элементом расчетов по МАИ является опре-

деление так называемого индекса согласованности (ИС). Он дает информацию о степени нарушения 
численной (кардинальной) и транзитивной (порядковой) согласованности. 

Индекс согласованности в каждой матрице и для всей иерархии может быть приближенно полу-
чен вычислениями вручную. Порядок его определения заключается в следующем. Сначала проводит-
ся суммирование элементов по каждому столбцу, затем сумма первого столбца умножается на вели-
чину первой компоненты нормализованного вектора приоритетов, сумма второго столбца — на вто-
рую компоненту и т.д. Полученные числа суммируются. Таким образом, можно получить величину, 
которую обозначим как Lmax. 

Формула индекса согласованности выглядит так: 

 max( )
,

1
nL

ИС
n




 

где n — количество сравниваемых элементов (оно равно числу критериев оптимальности). 
Далее сравним каждую полученную величину с той, которая получилась бы при случайном вы-

боре количественных суждений из шкалы 1/9; 1/8; 1/7,..., 1; 2,..., 9, но при образовании обратно сим-
метричной матрицы. Автором МАИ рекомендуются следующие средние согласованности для слу-
чайных матриц разного порядка (т.е. n ): 
 
Размер матрицы 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Случайная согласованность 0 0 0,58 0,9 1,12 1,24 1,32 1,41 1,45 1,49 

 
Если разделить ИС на число, соответствующее случайной согласованности матрицы того же по-

рядка, получим отношение согласованности (ОС). Величина ОС не должна быть более 20 %. Если ОС 
выходит за эти пределы, то ЛПР нужно заново исследовать содержательную ее сторону и соответст-
вующие количественные оценки элементов и внести необходимые изменения в исходные данные. 

Принцип синтеза [6]. Приоритеты синтезируются, начиная со второго уровня в направлении 
вниз. Локальные приоритеты перемножаются на приоритет соответствующего критерия на выше-
стоящем уровне и суммируются по каждому элементу в соответствии с критериями, на которые воз-
действует этот элемент. Каждый элемент второго уровня умножается на единицу, т.е. на вес единст-
венной цели самого верхнего уровня. Это дает составной или глобальный приоритет того элемента, 
который затем используется для взвешивания локальных приоритетов элементов, сравниваемых по 
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отношению к нему как к критерию и расположенных уровнем ниже. Процедура продолжается до са-
мого нижнего уровня. 

Практическая иллюстрация декомпозиции, сравнительных суждений и синтеза. Для иллюстра-
ции изложенных выше идей вернемся к ЛПР, который должен из трех альтернативных предприятий 
выбрать типичное предприятие, в котором числовые оценки по исследуемым критериям (парамет-
рам) представлены наиболее полно [7]. 

Т а б л и ц а  3  

Выбор наилучшего варианта предприятия аналога: матрица попарных сравнений для уровня 2 

Параметры 1 2 3 4 5 6 
Произведение 
элементов строк 

Вектор приоритетов 

1 1 2 3 5 4 2 240 2,492883 
2 ½ 1 4 7 8 1/2 56 1,955981 
3 1/3 1/4 1 7 5 3 8,6625 1,4330091 
4 1/5 1/7 1/7 1 4 1/8 0,00196 0,353761 
5 ¼ 1/8 1/5 1/4 1 1/6 0,00027 0,254231 
6 ½ 2 1/3 8 6 1 15,84 1,584744 

Сумма 2,78 5,515 8,67 28,25 28 6,795 8,074691 – 
 
В таблице 3 представлена еще раз матрица парных сравнений для второго уровня иерархии, ко-

торая содержит шесть критериев, воздействующих на общую цель. 
Вычислим на данном этапе расчетов вектор приоритетов, собственное значение Lmax, индекс со-

гласованности и отношение согласованности. Рассчитанные числовые данные отражены в соответст-
вующем столбце таблицы 3. 

Осуществим процедуру нормализации вектора приоритетов. Информация, полученная расчет-
ным путем, отражена в таблице 4. 

Т а б л и ц а  4  

Выбор типичного предприятия аналога: матрица попарных сравнений для уровня 2 

Критерии 1 2 3 4 5 6 Вектор приоритетов 
Оценка  

нормализованного вектора
1 1 2 3 5 4 2 2,492883 0,309 
2 1/2 1 4 7 8 1/2 1,955981 0,242 
3 1/3 1/4 1 7 5 3 1,433009 0,177 
4 1/5 1/7 1/7 1 4 1/8 0,353761 0,044 
5 1/4 1/8 1/5 1/4 1 1/6 0,254231 0,031 
6 1/2 2 1/3 8 6 1 1,584744 0,196 

Сумма 2,78 5,515 8,67 28,25 28 6,795 — — 
 

Определяем наибольшее значение матрицы суждений. Для этого сумму первого столбца умно-
жаем на величину первой компоненты нормализованного вектора приоритетов, сумма второго столб-
ца умножается на вторую компоненту нормализованного вектора приоритетов и т.д. 

В нашем случае наибольшее собственное значение матрицы суждений будет равно: 
 max 0,859 1,335 1,535 1,243 0,868 1,332 7,172L        . 

Найдем численное значение индекса согласованности: 
 (7,172 6) 5 0,234.ИС     

Определим отношение согласованности элементов матрицы. Для этого воспользуемся средними 
согласованиями для случайных матриц разного порядка. 
 
Размер матрицы 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Случайная согласованность 0 0 0,58 0,9 1,12 1,24 1,32 1,41 1,45 1,49 
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В нашем случае отношение согласованности составит: 
 : 0,234 1,24 0,19ОС ИС a    (т.е. 19 %). 

Величина ОС не должна быть более 20 %. Если ОС выходит за эти пределы, то ЛПР, решающий 
задачу, должен заново исследовать содержательную ее сторону и соответствующие количественные 
оценки элементов и внести необходимые изменения в исходные данные. 

В отношении матрицы попарных сравнений для уровня 3 вычислим векторы приоритетов, наи-
большее собственное значение матрицы суждений, индекс согласованности и отношение согласован-
ности [8; 9]. 

Результаты расчетов в сводном виде приведены в таблице 5. 

Т а б л и ц а  5  

Результаты расчетов по матрице попарных сравнений для уровня 3 

Критерий 1 А Б В 
Вектор 

приоритетов 
Критерий 2 А Б В 

Вектор  
приоритетов 

А 1 1/3 1/5 0,104 А 1 1/4 1/5 0,082 
Б 3 1 1/3 0,258 Б 4 1 1/7 0,184 
В 5 3 1 0,638 В 5 7 1 0,733 

Сумма: 9 4,33 1,53 Lmax = 3,061 Сумма: 10 8,25 1,34 Lmax = 3,12 
    ИС=0,03     ИС=0,06 
    ОС=0,05     ОС=103 

П р о д о л ж е н и е  т а б л и ц ы  5  

Критерий 3 А Б В 
Вектор 

приоритетов 
Критерий 4 А Б В 

Вектор 
приоритетов 

А 1 1/7 1/5 0,091 А 1 1/3 1/5 0,14 
Б 7 1 4 0,671 Б 3 1 4 0,585 
В 5 1/4 1 0,238 В 5 1/4 1 0,275 

Сумма: 13 1,39 5,5 Lmax = 3,16 Сумма: 9 1,58 5,5 Lmax = 3,217 
    ИС=0,08     ИС=0,109 
    ОС=0,14     ОС=0,879 

Критерий 5 А Б В 
Вектор 

приоритетов 
Критерий 6 А Б В 

Вектор 
приоритетов 

А 1 1/4 1/3 1,114 А 1 1/3 1/4 0,108 
Б 4 1 1/5 0,242 Б 3 1 1/5 0,211 
В 3 5 1 0,644 В 4 5 1 0,679 

Сумма 8 6,25 1,53 Lmax = 3,201 Сумма 8 6,35 1,45 Lmax = 3,187 
    ИС=0,1     ИС=0,09 
    ОС=0,17     ОС=0,16 

 
Определяем численные значения глобальных приоритетов. 

Т а б л и ц а  6  

Результаты расчетов глобальных приоритетов 

Номер критерия Глобальный приоритет 
1 2 3 4 5 6  

Численное значение вектора приоритета  
0,309 0,242 0,177 0,044 0,031 0,196  
0,104 0,082 0,091 0,14 0,114 0,108 0,099 Альтернатива — компания А 
0,258 0,184 0,671 0,585 0,242 0,211 0,319 Альтернатива — компания В 
0,637 0,733 0,238 0,275 0,644 0,679 0,554 Альтернатива — компания С 

 
Как следует из представленных в таблице 6 результатов расчетов, типичной на рынке проданных 

компаний является компания МТС, так как у нее оказался наивысший глобальный приоритет (0,544). 
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Следовательно, рассчитанная стоимость предлагаемого для продажи на рынке любого предпри-
ятия, входящего в состав данной отрасли, должна быть откорректирована с учетом параметров, соот-
ветствующих именно телекоммуникационной компании С. 
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Иерархияны талдау əдісін қолдану арқылы типтік аналог-кəсіпорынды таңдау 

Мақалада Т.Л.Саати ұсынған тоғыз балды шкаланы қолданып жəне келесі рангқа салу альтернатива 
жиынтығын барлық мақсатымен критерийлер бойынша əр түрлі критерийлі альтернативті қос 
салыстырмалы нұсқасы негізінде иерархиялардың анализ əдісі (ИАƏ) қарастырылады. ИАƏ-да 
критерийлардың өзара қарым-қатынасы иерархия критерийлерін құруын есептеу жəне критерий мен 
астыңғы критерийлерді керекті анықтауы үшін қос салыстырманы қолдану қажет. ИАƏ-ні қолдану 
мысалының барысында типтік кəсіпорынды аналог көп мақсатты негіз ретінде болады. 

 

D.B.Alibiev, D.S.Doshakova 

The choice of a typical enterprise — an analog to using  
hierarchy analysis method 

This article describes a method of analysis of hierarchies (MAH) proposed by T.L.Saaty, based on paired 
comparisons of alternatives according to various criteria using nine scale and the subsequent ranking of a set 
of alternatives for all criteria and goals. In MAH relationship between the criteria are taken into account by 
constructing a hierarchy of criteria and the application of paired comparisons to identify the importance of 
criteria and sub-criteria. An example of MAH is the choice of a typical enterprise — an analog-based multi-
purpose approach. 
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О счетно-атомных моделях Δ–PM-теорий в обогащенной сигнатуре 

Отмечено, что по своему содержанию работа относится к теории моделей. Тематика связана с 
изучением неполных индуктивных теорий. В частности, расмотрены теоретико-модельные свойства 
йонсоновских теорий, которые образуют естественный подкласс индуктивных теорий. В работе ис-
следованы некоторые свойства атомных и простых моделей PM  -теорий в обогащенной сигнату-
ре.  

Ключевые слова: модель, йонсоновские теории,  -гомоморфизм, язык первого порядка, атомарные 
формулы, сигнатура, предложение. 

 
Данная работа является продолжением исследований, проведенных в [1], где изучались связи 

между некоторыми видами простых и атомных счетных моделей Δ–PM-теорий. Эта проблематика 
хорошо известна и относится к классическим вопросам общей теории моделей. Например, в работе 
[2] Воотом было доказано, что модель проста тогда и только тогда, когда она счетна и атомна. На-
помним, что модель теории называется простой, если она элементарно вкладывается в любую модель 
рассматриваемой теории. В рамках изучения неполных теорий в работе [3] были исследованы связи 
между алгебраической простотой и различными видами атомности. Эта тематика появилась в связи с 
интересом к обобщению понятия простой модели, которое играет важную роль в различных фунда-
ментальных аспектах теории моделей и алгебры. Алгебраическая простота является естественным 
обобщением понятия простоты. Рассмотрим для этого разницу этих определений. 

Модель теории называется алгебраически простой, если она изоморфно вкладывается в любую 
модель данной теории. Под вложением понимается инъективное отображение. Как мы видим, про-
стая модель сохраняет все формулы языка в своем образе, а алгебраически простая — только лишь 
булевые комбинации атомарных формул. В работе [3] также были рассмотрены новые понятия атом-
ности модели. Вместо классического определения атомности (модель атомна, если любой ее кортеж 
реализует главный тип) были рассмотрены понятия атомности для определенного вида формул, и эти 
виды, как правило, либо экзистенциональные формулы, либо универсальные, либо их пересечение. 

Основным результатом работы [3] является серия утверждений, показывающая, что теоремы, 
аналогичной указанной выше теореме Воота из [2], в рамках введенных определений [3] нет. При 
этом рассмотренные примеры в работе [3] имели отношение к индуктивным теориям. Естествен-
ным подклассом индуктивных теорий является класс йонсоновских теорий. Дадим следующее  
определение. 

Рассмотрим теорию T счетного языка первого порядка L . 
Определение. Теория T языка L  называется йонсоновской, если 
T имеет бесконечную модель; 
T индуктивна; 
T обладает свойством совместного вложения ( JEP ); 
T обладает свойством амальгамы ( AP ). 
Т.Г.Мустафиным в [4] были определены обобщенно-йонсоновские теории. Дадим их определе-

ние. 
Определение. Теория T называется  -йонсоновской ( 0     ), если: 
T имеет бесконечную модель; 
T  -индуктивна; 
T обладает свойством совместного вложения JEP  ; 
T обладает свойством амальгамы AP  . 
Если сравнить эти два определения, то они отличаются с точностью до  . Причем при 0   

получаются йонсоновские теории, при     — полные йонсоновские теории. Заметим, что йонсо-
новские теории, вообще говоря, неполны. 
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В работах [5, 6] Бен-Яаковым были введены понятия позитивной логики, вообще говоря, не пер-
вого порядка, им были определены основные понятия позитивной теории модели. Дадим некоторые 
из них. 

Определение [5, 6]. Пусть M  и N  — структуры языка, ( )B L  . Отображение :h M N  на-

зывается  -гомоморфизмом (символически :h M N

 ), если для любого ( ) ,x a M     из того, 

что | ( )M a  , следует, что | ( ( ))N h a  . Модель M  называется началом в N, и мы говорим, что M  

продолжается в N , при этом ( )h M  называется продолжением M . Если при этом верно и обратное, 

т.е. для любого ( )x a M     | ( ) | ( ( ))M a N h a     , то говорят, что отображение h  погружает 

M  в N  (символически :h M N

 ). В дальнейшем мы будем использовать термин  -продолжение и 

 -погружение. 
Вторым автором в работах [7, 8] были рассмотрены позитивные обобщения йонсоновских тео-

рий и обобщенно-йонсоновских теорий соответственно. Напомним основные определения. 
Пусть L  — язык первого порядка. At  есть множество атомарных формул данного языка. 

( )B At  — замкнутое множество относительно позитивных булевых комбинаций (конъюнкция и 

дизъюнкция) всех атомарных формул, их подформул и замены переменных. ( ( ))Q B At  есть множе-
ство формул в пренексном нормальном виде, полученное с помощью применения кванторов (  и  ) 
к ( )B At . Назовем формулу позитивной, если она принадлежит множеству ( ( ))Q B At L  . Теория 

называется позитивно аксиоматизируемой, если ее аксиомы позитивны. ( )B L  — это произвольная 

булева комбинация формул из L . В рамках определения  -гомоморфизма легко заметить, что изо-
морфное вложение и элементарное вложение являются  -погружениями, когда ( )B At   и L   
соответственно. 

В связи с этим в [7] были определены PJ   ( -позитивные йонсоновские теории). Напомним 
необходимые определения. 

Определение [7]. Говорим, что теория T  допускает JEP  , если для любых двух ,A B ModT  
существует C ModT  и  -гомоморфизмы 1 2: , :h A C h B C

 
  . 

Определение [7]. Говорим, что теория T  допускает AP  , если для любых , ,A B C ModT  та-
ких, что 1 1: , :h A C g A B

 
  , где 1 1,h g  —  -гомоморфизмы, существует D ModT  и 

2 2: , :h C D g B D
 
  , где 2 2,h g  —  -гомоморфизмы такие, что 2 1 2 1h h g g  . 

Определение [7]. Теория T называется PJ   теорией, если она удовлетворяет следующим ус-
ловиям: 

T имеет бесконечную модель; 
T позитивно  -аксиоматизируема; 
T допускает JEP  ; 
T допускает AP  . 
Естественным обобщением PJ   теорий является понятие PM   ( -позитивно-

мустафинских) теорий, введенных в [8]. 
Пусть 0 n   . Пусть n

  — множество всех формул языка L  вида ...   (т.е. формулы из L  

с n  переменами кванторов, начинающихся с  ). Пусть n L     . Определим новый класс теорий, 
который является обобщением теорий, рассмотренных в [3]. В частности, если 0n  , то мы получим 
частный случай PJ  -теорий, рассмотренных в [5]. И в [3], и в [5] рассматриваемые теории явля-
ются обобщением йонсоновских теорий, при этом в [5] надо требовать, чтобы они таковыми были, 
так как существуют PJ  -теории, которые нейонсоновские. 

Определение. Теория T называется  -позитивно мустафинской ( PM  )-теорией, если: 
1) теория T имеет бесконечные модели; 

2) теория T является 
 2n -аксиоматизируемой; 

3) теория T допускает JEP ; 
4) теория T допускает AP  . 
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В связи с тем, что (напр., см. 2.8.12 из [9]) любая модель индуктивной теории вкладывается в не-
которую экзистенциально замкнутую модель, нам важно будет работать в классе экзистенциально 
замкнутых моделей фиксированной теории. Напомним это определение. Модель A  теории T назы-
вают экзистенциально замкнутой, если всякий раз, когда А В , |В T , из любой экзистенциальной 
формулы ( )x  с константами из A  при |B x  ( ),x  следует, что |A x  ( )x . К сожалению, этот 
класс не всегда элементарный, но, тем не менее, Бен-Яаковым в [5] найдены синтаксические описа-
ния этого класса в позитивном смысле. 

В работе [6] было определено обобщение понятия экзистенциально замкнутой модели. 
Модель M  теории T называется  -позитивно экзистенциально замкнутой, если для каждого 

 -гомоморфизма :h M N

 , N ModT  и a M   и ( , )x у  : ( ( ), )N y f a y   ( , )M y a y  . 

Класс всех  -позитивно экзистенциально замкнутых моделей теории T обозначим через TE ; 

под TE  мы понимаем класс экзистенциально замкнутых моделей теории T. 
В данной работе рассматриваются некоторые виды счетных атомных моделей PM  -теорий. 

В частности, в классе ( 1)n    -позитивно предмодельно-полных PM  -теорий рассматривается 

связь атомных моделей с h   -алгебраически простыми из 1( )nE T
 . 

Пусть L  — язык первого порядка, как и выше ( ( ))L Q B At  . Пусть 0 n   . Пусть 

1n L 
    . Пусть T — PM  -теория. Модель A  теории T называется h   -алгебраически про-

стой, если для любой модели B  теории T существует h   -погружение модели A  в B . Обозначим 
через 1( )nE T

  множество всех ( 1)n  - -позитивно экзистенциально замкнутых моделей теории T. 

Класс всех h   -алгебраически простых моделей теории T обозначим h
TAP  . Пусть 

1
h

n TE AP 
 = 1( )nE T

  h
TAP  . Теорию T назовем ( 1)n  -позитивно предмодельно полной, если 

1
h

n TE AP 
   . Получены следующие результаты. 
В связи с указанной выше тематикой в [3] были доказаны следующие теоремы. 
Теорема 2.5 [3]. Пусть T — полная теория для экзистенциальных предложений. Тогда любые 

две счетные  ,  -атомные модели T являются изоморфными. 

Теорема 3.2 [3]. Пусть T —  -теория полна для экзистенциальных предложений, пусть A  — 
счетная модель T. 

а) Тогда (i)   (ii)   (iii) и (ii)   (ii)*, где: 
(i) A –  ,  -атомная, 

(ii) A – * -nice, 
(ii)* A  — экзистенциально замкнутая и  -nice, 
(iii) A  – слабо  ,  -атомная; 

b) Если T полна для  -предложений, тогда условия (i), (ii), (ii)* и (iii) эквивалентны. 
В классе обобщенных йонсоновских теорий, аналогично с указанной выше тематикой, в [4] были 

доказаны следующие теоремы. 
Теорема 5.6 [4]. Пусть T обладает JEP   и ,A B  — счетные 1 1( , )   - атомные модели T. 

Тогда модели A  и B  изоморфны. 
Теорема 5.7 [4]. Пусть T обладает JEP  , |A T . Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) A  — счетная 1 1( , )   -атомная модель T ; 

2) теория T  является 1 1( , )   -атомной, и A  —  -простая модель  1E T . 

Рассмотрим следующие результаты. Эти результаты будут касаться последнего введенного клас-
са теорий, а именно  -позитивно мустафинских теорий. 

Следующий результат из [1] обобщает теоремы 2.5 из [3] и 5.6 из [4]. 
Теорема 1. Пусть T — PM  -теория, и A , B  — счетные 1 1( , )n n

 
   -атомные модели теории 

T. Тогда модели A  и B  изоморфны. 
Следующий результат из [1] обобщает теоремы 3.2 из [2] и 5.7 из [3]. 
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Теорема 2. Пусть T — ( 1)n  -позитивно предмодельно-полная PM  -теория, A  — модель 
теории T. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) A  — счетная 1 1( , )n n
 
   -атомная модель теории T ; 

2) теория T является 1 1( , )n n
 
   -атомной, и A — h   -алгебраически простая в 1( )nE T

 . 
Классическим вопросом теории моделей является описание счетных моделей полных теорий. 

Как было замечено, Воотом в [2] было доказано, что модель счетной полной теории атомна тогда и 
только тогда, когда она счетно-простая. В данной статье мы даем некоторые сведения о поведении 
специальных счетных и простых моделей PM  -теорий в обогащенной сигнатуре. То есть мы рас-
сматриваем обобщение результатов из [1] (теорема 1, теорема 2) в некотором обогащении. 

Дадим необходимые определения, связанные с обогащением рассматриваемой сигнатуры. Пусть 
T есть произвольная Δ–PM-теория в языке первого порядка сигнатуры  . Пусть C  является семан-
тической моделью теории T. A C . Let  ( ) |aA c a A     , где    P c   . Пусть 

           
2

, | " "PM
aa A

T A Th C a P c a A P c P


 
      , где  " "P   есть бесконечное множество 

предложений, выражающих тот факт, что интерпретация символа P  есть экзистенциально замкнутая 
подмодель в языке сигнатуры  . Мы будем рассматривать некоторое обобщение связи между счётны-
ми моделями различных видов в связи с позитивизацией теории в указанном выше обогащении. 

Получены следующие результаты. 
Теорема 3. Пусть T* — центр Δ–PM-теории T в обогащенной сигнатуре ( )A , A , B  — счет-

ные 1 1( , )n n
 
   -атомные модели теории T с одинаковой реализацией обогащения. Тогда модели A  и 

B  изоморфны. 
Доказательство. В связи с тем, что счетные модели теории Т, как и счетные модели центра * ,T  

в обогащенной сигнатуре являются счетными подмоделями семантической модели теории T и при 
этом обогащение этих моделей предикатом есть экзистенциально замкнутая подмодель, мы можем 
провести следующие рассуждения, не учитывая предикат. 

Пусть A , B  — 1 1( , )n n
 
   -атомные модели T. В силу определения PM  -теории, рассматри-

ваемая теория T полна для всех предложений следующего вида 1n

 . Тогда 

1n
A B


 , что означает, 

что |A    |B   , где 1n

 . 

Предположим, что    
1

0 1 0 1, ,..., , ,...,
n

n nA a a B b b


 
 , и пусть na A . Так как A  — 1 1( , )n n

 
   -

атомная, то существует формула 1n

 , которая является полной для всех формул из 1n


 , и такая, 

что  0| ,..., nA a a  . Тогда 1n nx 
   и реализуется кортежом  0 1,..., na a  . Тогда наше индукцион-

ное предположение дает нам, что кортеж  0 1,..., nb b  реализует предложение nx   в модели B . От-

сюда следует, что    
1

0 0, ,..., , ,...,
n

n nA a a B b b


 . Так как n  произвольно и в качестве A  мы можем 

рассмотреть B , то мы получаем искомый результат. 
Теорема 4. Пусть T* — центр ( 1)n  -позитивно предмодельно-полной совершенной,  -йон-

соновской 1 -полной Δ–PM-теории в обогащенной сигнатуре ( )A ; A  — модель теории T. Тогда 

следующие условия эквивалентны: 1) A  — счетная 1 1( , )n n
 
   -атомная модель теории *T ; 2) теория 

*T  является 1 1( , )n n
 
   -атомной, и A  — h   -алгебраически простая в *

1( )nE T
 . 

Доказательство. Рассмотрим все пополнения центра *T  теории T в новой сигнатуре  , где 

 c  . Заметим, что если теория T Δ–PM-йонсоновская, то в обогащенном языке относительно ус-

ловий теоремы центр *T  будет таким же, т.е. Δ–PM-теорией. Это достигается следующим образом: 
константы будут переходить в образы констант, реализация предиката — в образ реализации. Необ-
ходимые образы получаются за счет соответствующих отображений, которые нам обеспечивают ус-
ловия JEP   и AP   из Δ–PM-йонсоновости изначальной теории T. Далее, в силу того, что по 
условию T  совершенна как  -йонсоновская теория, то *T  является PM  -теорией. 
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Тогда существует ее центр, и он является одним из пополнений теории cT  в обогащенном языке. 
Этот центр мы обозначим как cT . 

Для доказательства будем использовать следующие два факта. 
Факт 1 [10]. Пусть Т — позитивно предмодельно-полная, -полная PJ  -теория. Тогда сле-

дующие условия эквивалентны: 

1) модель h
TA E AP  ; 

2) модель A  — счетная почти ( , )   -атомная, где   — множество всех позитивных экзи-

стенциальных формул. 
Факт 2. В работе [6] показано, что с помощью позитивной морализации (специальное обогаще-

ние сигнатуры) произвольный позитивный фрагмент можно ограничить до минимального позитивно-

го фрагмента 0 . В терминах нашей статьи  0 B At  . 

Легко заметить, что, применяя факт 2 к условию теоремы 2, мы окажемся в рамках PJ  -
теорий. Далее остается применить факт 1. 

Далее надо заменить *T  на cT  и T на *T  соответственно и применить вышеуказанное к *T  и cT , 
что даст нам доказательство теоремы 4. 

Все неопределенные в данной статье определения понятий и их свойства можно извлечь из [11]. 
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Байытылған сигнатурадағы Δ–РМ-теориялардың  
саналымды-атомдық модельдері туралы 

Мақала өзінің мазмұны бойынша модельдер теориясына жатады, тақырыбы толық емес индуктивті 
теориялармен байланысты. Дербес жағдайда индуктивті теориялардың кəдімгі табиғи ішкі кластарын 
жасайтын йонсондық теориялардың теориялық-модельді қасиеттері қарастырылады. Сондай-ақ 
байытылған сигнатурадағы Δ–PM-теориялардың атомдық жəне жай модельдерінің кейбір қасиеттері 
зерттеледі. 
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G.S.Begetaeva, A.R.Eshkeev 

On coutable-atomic models of Δ–PM theories in еnriched signature 

The work under the maintenance concerns to the model theory. The theme of the given article is connected 
with studying incomplete inductive theories. In particula, it is considered model-theoretical properties of 
jonsson’s theories which form a natural subclass of inductive theories. In the work some properties of atomic 
and prime models of Δ–PM-theories in the enriched signature are considered. 
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Мектеп математикасы курсындағы теңдеулер мен теңсіздіктер əдісі 

Мақала математикалық модельдеу əдісі жəне орта мектеп математикасы курсындағы теңдеулер мен 
теңсіздіктер əдісі арасындағы байланысты орнатуға арналған. Мұнда келесі мынадай мəселелер 
қарастырылған: теңдеулер мен теңсіздіктер əдісін оқыту мақсаттары; əдістің мəні мен мазмұны, оның 
қызметтік жəне гносеологиялық құрамдас бөліктері; орта мектеп математикасы курсында əдісті 
қалыптастыру мүмкіндіктері; жəне кезеңдері. Нақты мысалдар келтірілген. 

Кілтті сөздер: теңдеулер əдісі, теңсіздіктер əдісі, орта мектеп, математикалық модель, теңсіздік 
графиктері, алгебралық модель. 

 
Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісі — математикалық əдістердің бірі. Мұнда математикалық 

модельдеу процесінің іске асырылу кезеңдері анық көрінеді. Бұл əдіс модельдеу əдісінің нақтылануы 
деп есептесе де болады. Теңдеулер, теңсіздіктер, олардың үйлесімдері көптеген құбылыстардың 
(физикалық, химиялық жəне т.б.) математикалық модельдеуі болғандықтан, əр түрлі есептердің 
(соның ішінде практикада көп кездесетін) шешуі тендеулер, теңсіздіктер жəне олардың үйлесімдерін 
шешуге алып келеді. Сондықтан аталған əдістің мақсаты құбылыстарды, болмыс процестерін танудан 
жəне көптеген ғылыми, практикалық мəселелерді шешудің тəсілін табудан тұрады. 

Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісінің аталынған мақсаттары оны оқып-үйренудің де мақсаттары 
болып табылады. Олардан басқа, тағы да білімдік, дүниетанымдық, дидактикалық мəнін айтуға 
болады. Олардың ішінен ең маңыздысы, нақты жағдайларды математикаландыру іскерлігін 
оқушыларда қалыптастыру мүмкіндігі. Ал бұл жоғарыда көрсетілген, ең маңызды қызмет модельдеу 
қызметін қалыптастыруымен байланысты. Қазіргі таңда математиканы оқыту барысында 
математикалық модельдеудің алатын орны ерекше. Мектептегі математика оқулықтарында 
математикалық модельдеуді игеруге қатысты практикалық мазмұнды біраз есептер қарастырылған. 

Математикалық модельдеудің үйрену негізінен екі сатыдан тұрады. Бірінші сатыда жаңа 
тақырып бойынша математикалық модель белгілі түсініктерді синтездеу арқылы жеңілден күрделіге 
көше отырып, нақтылы дəлелдемелермен оқушы ойында тұжырымдалады, яғни үйрену жұмысы 
жүргізіледі. Ал екінші саты, оқушыларды математикалық модельді іс-əрекетте пайдалануға үйрету 
болып табылады. Берілген математикалық модельді реалды өмірде пайдалану оқушылардың 
жаттығуларды орындаумен, практикалық мазмұнды есептерді шығарумен жүзеге асырылады. 

Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісін оқып-үйрену белгілі бір шамада пəнаралық жəне пəнішілік 
байланыстарды орнату мақсатын көздейді. Яғни білімді жүйелеуді қалыптастырады. Мектеп 
оқулықтардағы берілген практикалық мазмұнды есептер мен жаттығулар мүмкіндігінше реалды өмір 
шындығын математикамен байланыстыратындай етіп құрастырылған. Кейбір практикалық мазмұнды 
есептер құрамында пəнаралық байланыстар сақталған [1]. 

Оқушы есептерді шығару барысында басқа пəндермен (табиғаттану, экология, география жəне 
т.б.) үйренген мағлұматтарының математикалық өрнегін құрып, оны шешу арқылы дүние шындығын 
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өз қабiлетіне сəйкес шешіп, тиісті мағлұмат алып отыруға көзделген. Міне, осылайша оқушының ой-
өрісі, ойлау қабілеті дамуы үшін дидактика қызмет етеді. 

Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісінің негізгі идеясы, мəні төмендегілерден тұрады: 
 зерттелетін құбылысты (процесті) сипаттаушы негізгі байланыстарды, элементтер арасындағы 
тəуелділіктерді анықтау, яғни құбылыстың жазбаша (ауызша) моделін құрудан; 

 математика тіліне жазбаша модельді аударудан: анықталған байланыстарды, құбылыстар 
арасындағы тəуелділіктерді теңдеу, теңсіздік немесе олардың жүйелері түрінде жазу. Бұл 
жағдайда математикалық модельді құрамыз; 

 қойылған есепті математикалық модель ішінде шешу: теңдеуді, теңсіздіктерді немесе олардың 
жүйелерін шешу (аналитикалық, графиктік тəсілдер); 

 алынған нəтижені есептің алғаш тұжырымдалған тіліне аудару [2]. 
Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісінің негізгі идеясын, мəнін мына бір қарапайым мысал арқылы 

сипаттайық. «Сыныпта a қыз жəне b ұл бала болса, сыныпта барлығы қанша оқушы бар?» деген 
сұраққа математикалық тілді қолданып, «сыныпта а + b оқушы бар» деп жауап беріледі. a + b жазуы 
берілген нақтылы жағдайдың «математикалық моделі» деп аталады. Алгебра негізінен əр түрлі 
нақтылы жағдайларды математикалық тілді қолданып, математикалық модель түрінде өрнектеп 
алғаннан кейін нақтылы жағдайдың өзін емес, оның математикалық моделін, алгебрада 
тұжырымдалған əр түрлі ережелерді, қасиеттерді, заңдылықтарды пайдаланып талқылайды, 
зерттейді. 

Төменде бірнеше нақтылы жағдайлардың математикалық моделі келтірілген. 
 
Р/с  
№ 

Нақтылы жағдай Математикалық модель 

1 Сыныптағы қыздар саны b  
2 Сыныптағы ұлдар саны b  
3 Сыныптағы қыздар мен ұлдардың саны бірдей a b  
4 Қыздардың ұлдардан екеуі артық 2a b   немесе 2a b   

немесе 2a b   
5 Егер сыныптан 3 қыз кетсе, онда ұлдар қыздардан 3 есе артық болады 3( 3)b a   

 
Есеп: Сыныптағы қыздар ұлдардан 2 есе көп. Егер сыныптан 3 қыз кетіп, оның орнына 3 ұл 

келсе, онда қыздардың ұлдардан төртеуі артық болады. Сыныпта қанша оқушы бар? 
Шешуі: Сыныптағы ұлдар саны х-ке тең болсын, онда қыздар саны 2х болады. Егер 3 қыз кетсе, 

онда сыныпта (2 3)x   қыз қалады. Егер сыныпқа 3 ұл келсе, онда ұлдар саны ( 3)x   болады. Онда 
қыздар саны ұлдар санынан 4-ке артық болатындықтан, оны математикада былай жазады: 

(2 3) ( 3) 4x x    . 
Бұл теңдеу есептің математикалық моделі болады. Теңдеуді шешудің ережелерін қолданып, 

мыналарды жазуға болады: 
2 3 3 4;x x     

6 4;x    
6 4;x    
10x  . 

Сонда сыныпта 10 ұл болған, ал қыздар 20 (есептің шарты бойынша қыздар ұлдардан 2 есе көп); 
барлық оқушылар саны 30. 

Есепті шығару барысында есеп шешуін талқылаудың үш кезеңнен тұратынын көрдік. 
Бірінші кезеңде есептің математикалық моделі құрылады: 

(2 3)( 3) 4x x   . 
Екінші кезеңде математикалық модельді шештік, яғни оны қарапайым түрге (х=10) келтірдік. Біз 

бұл кезеңде қыздар не ұлдар туралы ойланбадық, тек «таза» математикалық амалдар орындадық. 
Үшінші кезеңде есептің сұрағына жауап беру үшін алынған шешімді пайдаландық. Бұл кезеңде 

біз тағы да қыздарға, ұлдарға жəне есеп шартындағы сыныпқа қайта оралдық. Міне, нақтылы өмірде 
математика осылай қолданылады. Енді математикалық модельдің жəне онымен жұмыс істеудің 
қажеттігі түсінікті болса керек. Математикалық модель қанша күрделі болған сайын оны ықшамдау 
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үшін сонша көбірек фактілерді, ережелерді, қасиеттерді қолдануға тура келеді. Бұл фактілерді, 
ережелерді, қасиеттерді алгебраны оқу барысында үйренеді. 

Нақтылы жағдайда өрнектеу үшін əр түрлі математикалық модельді пайдалануға тура келеді, 
атап айтқанда: сөзді (сөзбен модельдеу), алгебраны (алгебралық модель), графикті (графикалық 
модель) пайдаланылады [3]. 

Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісі математикалық əдістердің бірі болғандықтан, оның қызметтік 
жəне гносеологиялық құрамдас бөліктері (компоненттері) бар. 

Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісінің қызметтік компоненттерін атап көрсетелік: 
 бір немесе бірнеше негізгі белгісіздерді таңдау жəне белгілеу; 
 басқа белгісіздер үшін белгілеулерді енгізу; 
 шешуші модельді құрастыру (теңдеулер, теңсіздіктер немесе олардың үйлесімдерін); 
 алынған модельді шешу; 
 қойылған есептің шартына сəйкес нəтижені (теңдеу, теңсіздіктердің шешімдерін жəне т.б.) 
зерттеу. 

Қызмет негізін жоғарыдағы көрсетілген амалдар құрайды. Бұл қызмет көпшілік жағдайда ой 
құралдары арқылы жүзеге асады. 

Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісінің гносеологиялық мазмұнының құрамдас бөлігін төмендегідей 
анықтауға болады: 

1) əдіс қолданылатын объект ретіндегі құбылыстың, процестің сипаттамасында орын алатын 
шамалар арасындағы негізгі тəуелділіктерді (мысалы, жылдамдық, уақыт, жол арасындағы 
тəуелділіктер; еңбек өнімділігі, уақыт, жұмыс көлемі; өнім саны, құны, бағасы жəне т.б. арасындағы 
тəуелділіктер) жəне оларды математикалық өрнектеу тəсілдерін білу; 

2) белгілі бір тəуелділікте болатын бір немесе бірнеше шамаларды сипаттайтын құбылысты, 
процесті зерттеу нəтижесі, бұл нəтиженің салдары; 

3) берілген əдіспен шешілетін есептер шеңберінде «шешуші модель типі» белгісі бойынша 
типтерді атап көрсетелік: теңдеулер құруға есептер, теңсіздіктер құруға есептер, теңдеулер жүйесін 
құруға есептер, теңсіздіктер жүйесін құруға есептер, теңдеу жəне теңсіздіктер жүйесін құруға 
есептер. Əрбір көрсетілген тип сəйкесінше түрлерге бөлінуі мүмкін (мысалы, сызықтық, квадраттық, 
бөлшек-рационалдық теңдеулер құруға есептер жəне т.б.) [2]. 

Барлық есептер түрлері ішінен оптимизацияға берілген есептерді айрықша орын алады. Олардың 
ішінен: а) кесіндіде үзіліссіз жəне осы кесіндіде кризистік нүктелері санаулы функцияның ең үлкен 
немесе ең кіші мəндерін; б) сызықтық теңдеулер жəне сызықтық теңсіздіктер жүйесімен берілген 
сызықтық функцияның ең үлкен немесе ең кіші мəнін табуға есептер (сызықтық программалау есебі). 

Əдісті пайдалану ерекшелігі, оны қолдану орнына қарай, берілген есепті шешуші модельдің 
тиімді түрін таңдау қажеттігіне байланысты жəне теңдеулер мен теңсіздіктер əдісінің қолдануы 
бойынша қызметтерде көрінеді [2]. 

Бұл белгісізді тиімді таңдау, шешуші модельді құру, теңдеулер, теңсіздіктердің кейбір түрлерін 
шешу, сондай-ақ алынған нəтижелердің сəйкесінше түсіндіру, талдау ерекшеліктері. 

Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісін пайдалану ерекшеліктері геометриялық, физикалық жəне т.б. 
мазмұндағы есептерді шешу процесінде айрықша көрінеді. 

Орта мектеп математика курсында теңдеулер  
мен теңсіздіктер əдісін қалыптастыру мүмкіндіктері 

Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісін табысты қолдануы үшін оқушыларға төмендегі білім мен 
іскерліктер қажет: 

 теңдеулер, теңсіздіктер жəне олардың үйлесімдері туралы білім: ұғымдар (теңдеу, теңсіздік 
жəне т.б.; түбір, теңдеу, теңсіздік шешімдері, теңбе-тең теңдеулер, теңсіздіктер жəне т.б.; 
теңдеу, теңсіздік графиктері); сандық теңдік пен теңсіздік қасиеттері; теңдеу теңсіздік түрлері; 
теңдеу, теңсіздік жəне олардың жүйесін шешу тəсілдері (аналитикалық, графиктік); 

 негізгі шамалар арасындағы тəуелділіктерді, математика курсында оқытылатын геометриялық 
жəне басқа объектілердің қасиеттерін; осы тəуелділіктердің, қасиеттердің математикалық 
өрнектеу тəсілдерін білу; 

 теңдеулер, теңсіздіктер жəне олардың үйлесімдерінің түрлерін шешуге байланысты іскер-
ліктер: берілген теңдеулерге, теңсіздіктерге теңбе-тең теңдеулер, теңсіздіктер алу (бұл сəйкес 
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функция қасиеттерін қолдану арқылы теңдеулер, теңсіздіктер үшін негізгі теңбе-тең теорема-
лары көмегімен іске асырылады); əрбір нақты жағдай үшін шешу тəсілінің тиімдісін таңдау т.б.; 

 есепті ауызша (жазбаша) модель тілінен математикалық модель тіліне аударуды іске асыру 
іскерлігі (яғни шарттында көрсетілген қасиеттер, шамаларға сəйкес теңдеу, теңсіздіктер құру); 

 математикалық модельді шешу нəтижесін берілген есеп шартына сəйкес түсіндіру іскерлігі. 

Əдісті қалыптастыру кезеңдері 

Оқушылардың теңдеулер мен теңсіздік əдісін меңгеру мүмкіндіктерін іске асыру екі мəселені 
шешуден тұрады. Біріншісі, оқушылардың əдіс мəні мен оны қолданудағы қызметтерді меңгеруді 
түсінуін қамтамасыз етуден (қызметтік компоненттер), екіншісі, əдісті əр түрлі есеп шешкенде 
қолдануға үйретуден тұрады. 

Бұл мəселелерді шешу теңдеулер мен теңсіздіктер əдісін қалыптастыру процесінде төмендегі 
кезеңдерге бөліну керектігін болжайды: 

1. Оқушылардың қойылған оқу мəселесін қабылдау кезеңі. Бұл кезеңнің негізгі мақсаты — 
оқушыларға теңдеулер мен теңсіздіктер əдісінің мəнін көрсету жəне көптеген есептер шешудің 
арнайы əдісін меңгерту. Бұл кезеңде оқытушының қолданатын негізгі құралы — есептер. Есептерді 
шешу процесінде қарастырылып отырған əдістің қолданымы тиімді екені айқын көрінуі керек. 

2. Əдістің мəнін оқушылардың меңгеру кезеңі. Бұл кезеңде оқушылар оқытушының 
басшылығымен теңдеулер мен теңсіздіктер əдісінің операциялық құрылымында қызметтерді бөледі; 
олардың ретін құрастырады; əдісті қолдану үшін нені біліп жəне нені меңгеру керектігін айтады. 

3. Теңдеулер мен теңсіздіктер əдісінің компоненттерін қалыптастыру кезеңі. Бұл кезеңде 
оқытушы оқушыларда мынадай қызметтердің қалыптасуына көңіл аударуы керек: негізгі бір 
белгісізді немесе бірнеше белгісіздерді таңдау жəне белгілеу, басқа белгісіздер үшін белгілеулер 
енгізу жəне нəтижені қойылған есеп шартына сəйкес талдау (түсіндіру). 

4. Белгілі бір есеп түрі үшін əдісті қолдануға оқушыларды үйрету кезеңі. Бұл кезеңнің мақсаты 
оқушыларға əдістің жеке компоненттерін қалыптастыру ғана емес, əдісті толығымен қолдануға 
үйрету. 

5. Оқушыларды көптеген математикалық есептер шешу үшін əдісті қолдануға үйрету кезеңі. Бұл 
кезеңнің негізгі мақсаты — оқушыларға берілген есептің шешуші моделінің тиімді түрін таңдауға 
үйрету. 
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А.А.Бердалиева, К.Т.Бертисканова 

Метод уравнений и неравенства в школьном курсе математики 

Статья посвящается установлению связи между методом математического моделирования и методом 
уравнений и неравенства в курсе математики средней школы. Авторы рассматривают цели изучения 
метода уравнений и неравенств; суть и содержание метода, его деятельностные и гносеологические 
компоненты; возможности формирования метода в курсе математики средней школы; этапы форми-
рования метода. Приведены конкретные примеры. 
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A.A.Berdalieva, K.T.Bertiskanova 

The method of equations and inequalities in school course of mathematics 

The article is devoted to the making links between the method of mathematical modeling and the method of 
equations and inequalities in school course of mathematics. In this article there are aspects of reason of learn-
ing the method of equations and inequalities, substance and content of this method, steps of forming this 
method in school course of mathematics. It's also devoted to the method of equations and inequalities as the 
method where basic processes of mathematical modeling can take a place. It's devoted to using this method 
for solution practical tasks. There are basic aspects of learning the method equations and inequalities in the 
article, it's indeed necessary for teachers in their future professional activity. 

 
 
 
 
 

УДК 517.518 

К.Т.Бертисканова, А.А.Бердалиева, Е.В.Нипрук 

Карагандинский государственный университет им. Е.А.Букетова  
(E-mail: bertiskanova_k_t@mail.ru) 

Некоторые педагогические технологии на уроках математики 

В статье рассмотрена проблема технологизации учебного процесса по математике в средних общеоб-
разовательных школах. В связи с этим обоснована теоретическая концепция интеграции педагогиче-
ских технологий, таких как модульная и укрупнение дидактических единиц. Авторами дана практиче-
ская разработка урока математики в 7-м классе по теме «Многочлены» в контексте исследуемой про-
блемы. Статья татья направлена на повышение профессионального уровня будущих учителей матема-
тики и вооружение их современными нетрадиционными, информационными методами обучения. 

Ключевые слова: технология, укрупнение дидактических единиц, урок, модуль, математика, модуль-
ное обучение, принцип, дидактическая цель. 

 
Практика обучения математике в средней общеобразовательной школе направлена на простое 

заучивание, прямое натаскивание на овладение учащимися конкретными способами, приемами ре-
шения задач. Вся деятельность учащихся направлена в основном на работу репродуктивной памяти. 

«Учить надобно не мыслям, а мыслить», — эти слова немецкого философа и ученого XVIII в.   
И. Канта имеют большое значение на современном этапе обучения математике, являясь основопола-
гающим дидактическим принципом в процессе обучения. 

Согласно психологии одной из причин неумения учащимися мыслить является несформирован-
ность умений и навыков учебной деятельности, что непременно ведет к перегрузке учащихся, неус-
певаемости, нежеланию учиться. Перед учителями встают вопросы: как же учить, чтобы была ре-
зультативность; какие методы, какие средства и технологии использовать, чтобы развивать у уча-
щихся память, внимание, речь, мышление и в целом повысить обучаемость? Ответы на эти и ряд дру-
гих вопросов студенты должны получить на занятиях по дисциплине «Теория и методика обучения 
математике». 

Решение указанных проблем возможно на основе применения современных педагогических тех-
нологий. В педагогической литературе широко известны различные технологии обучения: компью-
терная технология, технология проблемного обучения (М.Чошанова), технология укрупнения дидак-
тических единиц (П.М.Эрдниев) [1]; технология развивающего обучения (И.С.Якиманская, Д.Б.Эль-
конин); технология опережающей теории (В.Ф.Шаталов); технология модульного обучения 
(П.И.Третьяков, М.М.Жанпеисова [2]) и др. 

Появившиеся в последнее время различные педагогические технологии ставят определенные це-
ли, которые, на наш взгляд, не решают проблемы формирования и развития в достаточной мере ма-
тематических способностей учащихся при обучении математике. Изучение и анализ современных 
педагогических технологий позволили выявить существующие в них недостатки и достоинства. На 
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основании этого нами были определены научно обоснованные эффективные технологии, которые 
направлены на повышение качества обучения учащихся математике и которыми должны овладеть 
студенты. 

Из множества современных педагогических технологий нами выделены технологии модульного 
обучения и укрупнения дидактических единиц (УДЕ). Сочетание этих технологий с точки зрения 
обучения математике позволит усилить эффективность каждой из них при формировании математи-
ческих способностей, самостоятельной деятельности учащихся. 

В настоящее время, в условиях сокращения часов на обучение математике, целесообразен  
укрупненный подход к изучению учебного материала, как его теоретической, так и практической 
части. В теоретической части материал изучается в более сжатые сроки, что позволяет привести его в 
четкую систему, преодолевается отрыв заданий друг от друга, обеспечивается прочность и созна-
тельность усвоения учащимися содержания учебного материала. В практической части укрупнение 
дидактических единиц осуществляется путем решения «многокомпонентных заданий», сближения 
методов и приемов решения математических задач. Планирование учебных занятий по математике с 
применением модульной технологии на основе укрупнения дидактических единиц на данный момент 
является нерешенной проблемой. 

Рассмотрим более подробно указанные выше технологии. Впервые модульная технология по-
явилась в начале шестидесятых годов в США и Западной Европе. Принцип ее состоял в том, что 
учащимся предлагалось самостоятельно, или почти самостоятельно, работать индивидуально с учеб-
ной программой. Программа содержала три основных аспекта: план занятий, банк учебной информа-
ции и методическое руководство по выполнению целей обучения. 

Модульная технология наиболее активно внедряется в советскую школу в начале 80-х годов XX 
в. На современном этапе понятие модульности носит методологический смысл. Одним из основных 
принципов системного подхода к обучению является модульность, выступающая в качестве главного 
определителя динамичности и мобильности функционирования педагогической системы. 

В связи с этим возникает проблема вооружения студентов — будущих учителей математики — 
грамотным и эффективным применением модульной технологии в процессе обучения учащихся. 

Само понятие «модуль» педагогика заимствовала из информатики, где под ним понимают гиб-
кую конструкцию, которая применяется к различным системам и структурам. Модульный подход 
характеризуется логически завершенной единицей содержания учебной дисциплины, которая вклю-
чает профессиональные и познавательные аспекты, а также контроль знаний, умений и навыков уча-
щихся. 

Модуль также можно рассмотреть с точки зрения индивидуализированной по содержанию, тем-
пу учебно-познавательной деятельности, уровню самостоятельности, методам обучения программы 
обучения (П.А. Юцявичене). 

Модули можно разделить на три типа: 
а) познавательные (гносеологические), использующиеся при изучении основ наук; 
б) операционные — для формирования и развития способов деятельности; 
в) смешанные. 

В школьном курсе чаще всего используют смешанные модули [3]. 
Следующие аспекты характеризуют основные цели модульного обучения: 
 соответствие темпа работы обучаемого его особенностям; 
 дифференцированное построение содержания обучения; 
 стремление к самообразованию и усовершенствование конечных результатов (по П.А. Юцяви-
чене). Последнее и является главной, ведущей целью модульного обучения. 

Как известно, педагогическая система — это прежде всего взаимоотношения учителя и ученика. 
Модульная технология является цикличной, направленной, личностно-ориентированной, отчасти ав-
томатизированной. Отношения между учащимися и педагогами характеризуются паритетностью и 
сотрудничеством ее субъектов. 

Деятельностный подход в модульном обучении проявляется в эффективности обучения при та-
кой форме организации, где ученик в учебном процессе занимает не только позицию объекта, но и 
позицию активного субъекта деятельности. Соответствуя данному подходу, учащийся должен приоб-
ретать знания самостоятельно, а учитель лишь оказывает ему помощь в обучении: мотивирует, орга-
низовывает, консультирует, корректирует, контролирует. Рассматриваемая технология позволяет пе-
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рейти на субъект-субъектную основу обучения, развивать самостоятельность, осуществлять само-
управление учебно-познавательной деятельностью. 

При личностном подходе в реализации модульного обучения в первую очередь учитываются 
индивидуальные качества каждого ученика. Это находит отражение в составлении дифференциро-
ванных заданий по темам, проведении индивидуальных консультаций и т.д. 

Научные основы технологии модульного обучения отражаются в ряде теорий: 
1) при поэтапном формировании умственных действий одним из ведущих понятий является ори-

ентировочная основа деятельности; 
2) программированное обучение, основанное на идее активности ученика, на индивидуализиро-

ванном темпе его учебно-познавательной деятельности, применении самоконтроля в процессе обуче-
ния. 

В основах модульного обучения также интегрированы теоретические идеи дифференциации, оп-
тимизации, проблемности обучения [3]. 

Модульное обучение характеризуется такими параметрами, как цели и содержание, формы и ме-
тоды, способы взаимосвязанной деятельности субъектов педагогического процесса. Модульной тех-
нологии, помимо общедидактических, присущи специфические принципы. 

Принцип модульности. Каждая дидактическая цель достигается при помощи функциональных 
узлов-модулей. Учебный материал структурируется в виде системы учебных элементов внутри бло-
ков-модулей. Эти элементы взаимосвязаны между собой и в то же время подвижны. 

Принцип выделения из содержания обособленных элементов предполагает рассмотрение учеб-
ного материала в каждом модуле как единой системы, направленной на достижение интегративной 
цели. Этот принцип имеет связь с принципом программированного обучения, при котором происхо-
дит деление, дробление учебного материала на взаимосвязанные части, изучаемые в порядке посте-
пенного усложнения. Каждому элементу предшествует деятельностная дидактическая цель. 

Принцип динамичности. Ориентируясь на социальный заказ, модуль должен свободно изменять, 
дополнять, развивать материал разделов учебных дисциплин. 

Принцип действенности и оперативности знаний и их систем. Согласно этому принципу учеб-
ный процесс должен быть организован так, чтобы ученик приобретал не только прочные знания, но и 
умения в ходе самостоятельного решения задач. Способность использования полученных знаний в 
новых ситуациях также характеризует данный принцип. 

Принцип гибкости. Этот принцип означает определение возможности приспособления содержа-
ния обучения к индивидуальным особенностям обучаемых. Реализация этого принципа выполняет 
индивидуализацию в плане двух аспектов. Один из них осуществляет индивидуальный подход к обу-
чаемым, второй — производит целостный охват всех элементов системы. Индивидуальный темп обу-
чения отражается в последнем аспекте. 

Принцип осознанной перспективы. В процессе обучения это означает, что учащийся осознает 
промежуточные и конечные цели своего обучения как значимые результаты учебной деятельности. 

Принцип методического консультирования, означающий обеспечение соответствия содержания 
обучения возможностям обучаемого. 

Принцип паритетности. Это сотрудничество во взаимоотношениях между педагогом и уча-
щимся: со стороны педагога — управление обучением, а со стороны обучаемого — развитие само-
управления своей учебной деятельностью. 

Перечисленные принципы тесно связаны между собой, и они же позволяют выделить особенно-
сти модульного обучения из других систем по форме, содержанию, методам обучения, способам 
взаимодействия и функциям участников учебно-воспитательного процесса. 

Остановимся на отличительных особенностях модульного обучения применительно к математике. 
1. Все содержание модульного обучения выстраивается в законченных структурных единицах. 

Материал в них выстраивается по принципу доступности каждому учащемуся. Любая цель для уча-
щегося должна быть понятной, достижимой и иметь для него личностную ценность. Дидактическая 
цель указывает на объем изучаемого материала и уровень его усвоения. Кроме того, учитель кон-
сультирует каждого учащегося в письменной форме — советы могут быть разнообразного характера: 
указание на источник (литературу), советы по рациональному способу решения заданий и др. 

2. Формы общения учителя и учащегося в рамках модульной технологии могут меняться. Учи-
тель дает индивидуальные консультации каждому учащемуся, также взаимодействует с ним посред-
ством модуля. Субъект-субъектная форма общения достигается именно за счет модулей, ученик вы-
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ступает активным, самостоятельно работающим субъектом своего обучения, учитель же занимает 
позицию активного консультанта на основе индивидуального подхода. Ученик и учитель совместно 
подбирают оптимальные пути обучения. Этот факт достигается за счет того, что ученику дана воз-
можность самому разбирать новый материал до определенного уровня. На консультацию к учителю 
он приходит уже с определенным уровнем подготовленности и с возникшими вопросами. Отношения 
между субъектами педагогического процесса приобретают паритетный характер. 

3. Высокий уровень самоорганизации учащегося направлен на самостоятельную постановку це-
ли, умений подобрать способы деятельности, скоординировать их и поставить на самоконтроль. Са-
моорганизация происходит за счет того, что в условиях модульной технологии ученик на протяжении 
длительного времени работает самостоятельно и со временем этот вид деятельности становится для 
него приоритетным и осознанным. Ученик формирует организацию, целеполагание, контроль своей 
деятельности. В результате каждый учащийся может оценить уровень своих знаний, свои пробелы в 
знаниях. Нельзя сказать, что деятельность ученика лишена контроля учителя, отнюдь, этот контроль 
выходит на новый, сугубо целенаправленный уровень. 

4. Если модуль представлен в печатном виде, это позволяет учителю максимально индивидуали-
зировать работу с каждым учащимся путем нужной консультации (помощи). Каждый ученик в обяза-
тельном порядке должен осознавать перспективы своего обучения. Вначале модуль обязательно со-
держит разъяснение интегрированной цели. Выработанная программа намечает близкие, средние и 
дальние перспективы. 

5. В модульной технологии, в отличие от других педагогических технологий, планируются про-
ведение и строгий контроль самостоятельной учебно-познавательной деятельности учащихся. 

6. Анализируя модульную технологию с точки зрения интенсификации учебно-познавательной 
деятельности учащихся, нельзя не заметить некоторый недостаток в методах формирования и разви-
тия логического и аналитического мышления. 

Технология, представляющая собой интеграцию модульного обучения и укрупнения дидактиче-
ских единиц, базируется на общности принципов модульности и укрупнения блоков. Формирование 
логического развития учащихся в процессе обучения наиболее успешно осуществляется путем инте-
грации укрупнения дидактических единиц и модульной технологии. Модульность обеспечивает са-
мостоятельность изучения материала, выступает как один из принципов системного подхода, опреде-
ляет динамичность и мобильность функционирования системы, дифференцированное развитие по-
знавательных способностей. 

Технология укрупнения дидактических единиц направлена на функционирование «обратных 
связей» в процессе решения задач, на развитие логики мышления, накопление знаний и алгоритмов, 
увеличение числа связей между понятиями, превращение обучения в «связную» информацию в сжа-
тые сроки. Все это достигается благодаря комплексному применению методов синтеза и анализа, ин-
дукции и дедукции, абстракции и обобщения. Технология УДЕ позволяет обеспечить оптимальную 
работу мыслительной деятельности учащихся, способствует самовозрастанию учебной информации. 

В математике, как известно, огромную роль играет умение грамотно решить математическую 
задачу. Роль математического упражнения, как основополагающего элемента в математике, всесто-
ронне анализируется и обобщается в технологии укрупнения дидактических единиц. 

Своеобразный «синтез» этих двух технологий позволит сочетать преимущества обеих техноло-
гий с максимальной пользой для учителя и учащихся, в целом реализовать главную задачу математи-
ческого образования. 

Рассмотрим возможные пути слияния указанных выше технологий. Приоритетными формами 
подачи материла во вводной части модуля являются: лекция-визуализация, лекция-консультация, 
лекция-диалог, проблемная лекция [2]. Но, принимая во внимание сложность математики как пред-
мета изучения, объема предоставляемой информации, появляется проблема, требующая пересмотра 
этапа подачи информации с применением наиболее оптимальных методов усвоения. Включение в 
модульную технологию таких элементов технологии укрупнения дидактических единиц, как «сжа-
тие» информации, совместное изучение взаимообратных учебных тем создает благоприятные усло-
вия для укрупнения дидактических единиц и тем самым позволяет оптимально структурировать по-
ток новой учебной информации. Например, имеет смысл совместное изучение тем: умножение одно-
члена на многочлен и вынесение общего множителя за скобки; умножение многочлена на многочлен 
и разложение на множители способом группировки; умножение дробей и деление дробей и т.д. Такое 
изучение учебного материала позволит сэкономить время за счет снижения знаковой информации 
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для запоминания. Это является важным фактором в условиях катастрофической недостачи часов на 
изучение темы. 

Известно, что успешное усвоение теоретического материала еще не гарантирует результативно-
го применения его на практике. Таким образом, в диалогической (практической) части модульной 
технологии, помимо активных методов усвоения материала, должен присутствовать элемент, активно 
формирующий аналитико-синтетическую деятельность учащихся, формирование логического мыш-
ления. Это как раз те цели, которые преследует технология укрупнения дидактических единиц. 

В диалогической части при практическом применении теоретического материала важным эта-
пом является не только решение задачи, но и составление обратной. Этот прием является почти уни-
версальным, он может быть применен практически для любых разделов математики и приводит уча-
щихся к постановке новой проблемы, получению других разновидностей задач. Если ученик может 
решить и прямую и обратную задачу, то это является показателем достигнутой глубины понимания 
изучаемого материала. Поэтому в методике как достаточно простой и удобный критерий развития 
творческого мышления, как один из путей саморазвития учащихся имеет смысл рассматривать со-
ставление и решение обратных задач. Важным приемом формирования логической деятельности 
учащихся является применение деформированных заданий. Например, при изучении формул сокра-
щенного умножения учащимся предлагается не просто раскрыть формулу, что не влечет за собой ум-
ственной работы, так как мало кто из учеников возьмется проверять полученный результат, а пред-
ложить заполнить пробелы в раскрытой формуле. Решение основывается на поисках недостающих 
звеньев замкнутого круга умозаключений при помощи анализа всей записи. При этом выполнение 
учащимися подобного рода заданий предусмотрено на разных уровнях сложности. Такие задания по-
зволяют превратить мыслительный процесс в более сложный, более содержательный и поэтому луч-
ше развивать математические способности учащихся. Деформированные задания целесообразно 
применять на различных этапах усвоения материала. Если в системе выполняются деформированные 
упражнения, в ней срабатывает механизм обратной связи. А если присутствуют непрерывная коррек-
ция и исправление ошибок, именно тогда возникают прочность и глубина знаний. 

Таким образом, сочетание модульной технологии и технологии укрупнения дидактических еди-
ниц в процессе обучения позволяет: 

 целенаправленно, системно развивать умения и навыки самостоятельного обучения и само-
оценки учащихся; 

 осуществлять дифференцированный подход к обучению; 
 достигать осознанного и прочного усвоения учебного материала учащимися; 
 формировать аналитико-синтетическую деятельность у учащихся, реализовать их математиче-
ские способности. 

Интеграция технологии модульного обучения и укрупнения дидактических единиц предполагает 
широкое использование современных технических средств обучения. 

Модульная программа состоит из комплексной дидактической цели (КДЦ) и непосредственно 
системы модулей. Подготовка модулей требует прохождения нескольких этапов: вначале должна 
быть выделена основная идея курса: например, какие цели и задачи должны быть достигнуты в про-
цессе изучения курса. Следующим этапом является разбиение учебного материала с учетом основной 
идеи в определенные блоки. Далее формулируется комплексная дидактическая цель (КДЦ). Следую-
щий этап заключается в выделении из КДЦ интегрирующих дидактических целей (ИДЦ), соответст-
венно им формируются модули, каждый из которых имеет ИДЦ. Затем каждая интегрирующая ди-
дактическая цель делится на частные дидактические цели (ЧДЦ). И, наконец, на основе частных ди-
дактических целей определяются учебные элементы (УЭ). В модуле один элемент обучения соответ-
ствует частной дидактической цели. В результате создается иерархия целей, во главе которой стоит 
комплексная дидактическая цель. 

Таким образом, модульная программа может быть представлена следующей схемой: КДЦ — 
ИДЦ — модуль — ЧДЦ — УЭ. 

Число модулей, входящих в модульную программу, определяется целями обучения и объемом 
учебного материала. Основная цель обучения модулю: соответствие знаний и умений учащихся 
предъявляемым эталонам — государственному стандарту. 

После того, как определены основополагающие цели модуля, начинается работа над непосредст-
венным его созданием. Для вхождения в модуль учащиеся должны пройти входной контроль. Дела-
ется это с целью определения уровня подготовленности к обучению теме. По результатам входного 
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контроля учитель определяет готовность учащихся для изучения модуля. Если имеются недочеты, их 
можно откорректировать на данном этапе. Непосредственно сам модуль делится на четыре части: 
входной контроль, вводная часть, диалогическая часть, итоговая часть (выходной контроль). 

Вводная часть 
Цель: мотивирование учащихся к изучению темы; ознакомление с общим содержанием учебного 

модуля. 
Предполагает составление опорных схем по всей теме на основе выделенных частных дидакти-

ческих целей. В данной части модуля применяется принцип «сжатия» информации по технологии 
укрупнения дидактических единиц. Под «сжатием» понимается представление взаимообратных тем в 
едином блоке, что особенно актуально ввиду недостатка часов на изучение темы. Этот принцип учи-
тывается при составлении вводных опорных схем и наглядных пособий. Материал следует подавать с 
максимальной степенью визуализации и доступности. Достигается это посредством применения тех-
нических средств: компьютера, интерактивной доски. 

Осуществлением второго этапа целостного изучения темы модуля является диалогическая 
часть.  

Цель:  
1) усвоение теоретического материала посредством осуществления диалога между учащимися;  
2) практическое применение пройденного материала;  
3) развитие логики мышления;  
4) развитие познавательной активности. 
Непосредственное, близкое знакомство с материалом, его усвоение и закрепление происходят на 

уроках в диалогической части модуля. Задания строятся с целью развития умственных способностей 
учащихся, а также устной и письменной речи. Взаимодействие учащихся происходит преимущест-
венно посредством микрогрупп численностью от двух до шести человек. Познавательная деятель-
ность организуется с использованием активных, игровых форм обучения, таких как групповая, пар-
ная работа, дискуссия. 

Формирование учебных элементов модуля включает в себя: целевую установку; алгоритмы дей-
ствий учащихся; проверочные работы для контроля и коррекции знаний, умений и навыков (ЗУН). 
Наиболее приемлемая форма изложения учебных модулей представлена в таблице 1. 

Т а б л и ц а  1  

Форма изложения учебных модулей 

Учебный элемент Учебный материал с указанием заданий Советы, комментарии учителя 

   
   
   
 

В соответствии с таблицей материал разрабатывается в виде системы заданий, сопровождаю-
щихся комментариями учителя. При составлении математических заданий используется принцип 
«обратной» задачи, заимствованной из технологии укрупнения дидактических единиц. То есть реша-
ется задача, затем составляется и решается обратная к ней задача. Например, при выполнении дейст-
вия умножения одночлена на многочлен составляется обратная задача — вынесение общего множи-
теля за скобки. Учащиеся легко справляются с задачей, так как процесс уже был выполнен ими в од-
ном направлении. Таким образом, при решении задач учащиеся выходят на новый уровень развития, 
четко осознавая связь между взаимообратными операциями. Еще один метод, активно применяю-
щийся для формирования аналитического, математического мышления учащихся по той же техноло-
гии — решение «деформированной» задачи. Задания можно придумать самому учителю. Их разра-
ботка не требует особенных усилий, но применение формирует логическое мышление учащихся и 
прививает им навыки самопроверки решения, чего очень тяжело добиться посредством решения 
обычных заданий, например: (5х2 + ?) (2 – 6х) = 10х2 – 30х3 + 6x – 18x2. Здесь при умножении много-
члена на многочлен пропущен один из членов многочлена. Прежде чем найти правильное решение, 
учащимся надо проанализировать весь пример, сопоставить полученные произведения, найти ответ и 
автоматически выполнить проверку. 
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Каждое задание подробно объясняется учителем. Таким образом, учащиеся знают последова-
тельность своих действий. На этом этапе модуля продумываются виды организации занятия. Это мо-
жет быть индивидуальная работа, работа в паре, в группе. 

Задания, предлагаемые учащимся, имеют дифференцированный характер. Они делятся на три 
уровня: I уровень — задания, отвечающие стандарту образования, определяют элементарные знания 
и понимание; II уровень — задания, отвечающие стандарту образования, определяют применение на 
практике полученных знаний; III уровень — логические и поисковые задания. Ученики остаются 
свободными в выборе заданий и выполнении их в любой последовательности. Ученик вправе вы-
брать тот уровень, который он считает наиболее доступным для себя. При использовании ответов-
эталонов для выполняемых заданий ученики имеют возможность осуществлять самообучение, само-
оценку, взаимообучение и взаимооценку. 

Завершающая часть модуля — итоговая.  
Цель: проверка и оценка знаний, умений и навыков, сформированных в процессе учебно-

познавательной деятельности учащихся на протяжении всего модуля.  
Итоговая часть состоит из двух видов контроля: первый — тестирование, второй учитель опре-

деляет по своему желанию: математический диктант, контрольная работа или зачет. Одно тестирова-
ние не дает подлинной картины приобретенных учащимися знаний. По результатам тестирования и 
второго вида контроля выставляется общая оценка по пройденному модулю, с использованием раз-
работанных критериев оценки знаний, умений и навыков учащихся. 

В настоящее время тесты стали неотъемлемой формой контроля при обучении математике. Ни-
же приведены различные виды тестов по теме «Многочлены». Их разнообразие поможет выявить не-
дочеты учащихся по теме на разных этапах обучения. Приведем пример одного модуля. 

Модуль. Умножение одночлена на многочлен. Разложение многочлена на множители способом 
вынесения общего множителя за скобки. Деление многочлена на одночлен (1-й урок, 45 минут). 

Интегрирующая дидактическая цель: 
 научить производить умножение одночлена на многочлен, разложение многочлена на множи-
тели способом вынесения общего множителя за скобки, деление многочлена на одночлен; 

 выработать алгоритмы умножения одночлена на многочлен, разложения многочлена на мно-
жители способом вынесения общего множителя за скобки, деления многочлена на одночлен; 

 совершенствовать навыки самооценки, взаимооценки, самостоятельной работы. 
Постановка домашнего задания к учебному модулю (3 мин). 
Предлагаются задания из учебников по трем уровням сложности. Учащиеся сами могут выбрать 

любой уровень на свое усмотрение (табл. 2, 3). 

Т а б л и ц а  2  

Пример учебного модуля 

Учебный 
элемент 

Учебный материал с указанием заданий Баллы 
Руководство  
по усвоению  
материала 

 

1 2 3 4 

0 
10 мин 

Входной контроль 
Цель: определение уровня подготовленности учащихся для изучения 
модуля 
На доске представлен тренажер. Обсуждение вопросов происходит сра-
зу же 

От 6 
до 10 

Внимательно чи-
тайте задания с 
доски, решайте, 
предлагайте свои 
ответы 

1 
15 мин 

Цель: проверка домашнего задания 
Класс делится на три группы. Каждая группа получает задание 
1 группа. Выработать алгоритм умножения одночлена на многочлен. 
Привести примеры 
2 группа. Выработать алгоритм разложения многочлена на множители 
способом вынесения общего множителя за скобки. Привести примеры 
3 группа. Выработать алгоритм деления многочлена на одночлен. При-
вести примеры 

От 6 
до 10 

Группы готовятся, 
затем выходят к 
доске представлять 
свою тему. Остав-
шиеся группы за-
дают вопросы. 
Оценка выставля-
ется учителем 

2 
12 мин 

Цель: применить алгоритмы умножения одночлена на многочлен, раз-
ложения многочлена на множители способом вынесения общего мно-
жителя за скобки, деления многочлена на одночлен 

От 6 
до 10 

При возникнове-
нии вопросов про-
консультируйтесь 
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1 2 3 4 

I уровень. 1. Даны: одночлен –5а2 и многочлен 3аа – ab: а) произведите 
умножение одночлена на многочлен; б) в полученном результате выне-
сите общий множитель за скобки; в) разделите многочлен, полученный 
при выполнении первого задания, на одночлен –5а2 
2. Составьте одночлен, имеющий степень 2, и многочлен, имеющий 
степень 4: а) перемножьте их между собой; б) приведите пример раз-
ложения многочлена на множители способом вынесения общего мно-
жителя за скобки; в) приведите пример деления многочлена на одно-
член 

у учителя 

 II уровень. 1. Даны: одночлен –6xy и многочлен 8(x2y)2 +3: а) выполните 
умножение одночлена на многочлен; б) в полученном результате выне-
сите общий множитель за скобки; в) разделите многочлен, полученный 
при выполнении первого задания, на одночлен –6x 
2. Составьте одночлен, имеющий степень 2, и многочлен, имеющий сте-
пень 4: а) перемножьте их между собой; б) приведите пример разложения 
многочлена на множители способом вынесения общего множителя за 
скобки; в) приведите пример деления многочлена на одночлен 

III уровень. 1. Даны: одночлен 
2

10z

z
  и многочлен 6z3–xz–4: а) выполни-

те умножение одночлена на многочлен; б) в полученном результате 
вынесите общий множитель за скобки; в) разделите многочлен, полу-

ченный при выполнении первого задания, на одночлен 
2

10z

z
  

2. Составьте одночлен, имеющий степень 2, и многочлен, имеющий сте-
пень 4: а) перемножьте их между собой; б) приведите пример разложения 
многочлена на множители способом вынесения общего множителя за 
скобки; в) приведите пример деления многочлена на одночлен 
Рефлексия: Вернитесь к цели УЭ 2. Проверьте, на все ли вопросы полу-
чены ответы 

 Указание по ис-
пользованию при-
меров из учебника

5 мин Итог урока. Выставление оценок 
Подсчитайте количество баллов, набранных за урок. Если вы набрали: 
от 30 до 28 баллов — итоговая оценка 10; 
от 27 до 25 — оценка 9; от 24 до 22 — оценка 8; 
от 21 до 19 — оценка 7; от 18 до 16 — оценка 6; 
от 15 до 13 — оценка 5; от 12 до 10 — оценка 4; 
от 9 до 7 — оценка 3; от 6 до 4 — оценка 2; 
от 3 до 1 — оценка 1 

  

 

Т а б л и ц а  3  

Листок контроля 

Показатели 0 УЭ 1 УЭ 2 УЭ 3 УЭ 4 УЭ Итог 
Самооценка       
Оценка группы       
Оценка учителя       
 

Педагогические технологии на современном этапе образования являются ведущей концептуаль-
ной моделью управления учебно-воспитательным процессом, методом формирования математиче-
ских способностей учащихся. 

Интеграция различных педагогических технологий в процессе обучения математике учащихся 
положительно влияет на эффективность учебно-воспитательного процесса, рациональное использо-
вание учебного времени в условиях резкого сокращения часов на дисциплину. 

Взаимосвязь технологий модульного обучения и укрупнения дидактических единиц на их струк-
турной и принципиальной основе позволяет научно обоснованно решить проблему планирования 
учебных занятий по математике, а также способствует достижению достаточно высокого уровня ко-
нечных результатов обучения. 
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К.Т.Бертісқанова, А.А.Бердалиева, Е.В.Нипрук 

Математика сабақтарындағы кейбір педагогикалық технологиялар 

Мақалада авторлар жалпы білім беретін орта мектепте математикадан оқу үрдісін технологиялау 
проблемасын қарастырған. Осыған байланысты, модульді жəне дидактикалық бірліктерді ірілеу 
сияқты, педагогикалық технологияларды интеграциялаудың теориялық концепциясы негізделген. 7-
сыныпта математика сабағында оқытылатын «Көпмүшелер» тақырыбы бойынша практикалық 
материалдар қамтылған. Болашақ математика мұғалімдерінің мамандық деңгейін көтеруге жəне 
оларды қазіргі заман дəстүрлі емес, ақпараттық оқыту əдістерімен қаруландыруға бағытталған. 

 

K.T.Bertiskanova, A.A.Berdalieva, E.V.Nipruk 

Some educational technologies on mathematics lessons 

The article is dedicated to research the technological problem of educational process by mathematics in com-
prehensive secondary school. In connection with this the theoretical concept of integration of educational 
technologies such as modular technology and technology of consolidation of didactic units is established. The 
article contains the practical development of mathematics lesson for 7th grade by theme «Polynomials» based 
on researched problem. The suggested article helps the teachers improve the professional skills and use the 
present-day nontraditional, informational methods of training. 
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Об осуществимости и сходимости одного алгоритма методом параметризации 

На основе метода параметризации исследованы вопросы существования решения семейства нелиней-
ных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений, непрерывно зависящей от па-
раметра семейства. Построен алгоритм нахождения приближенного решения исследуемой задачи. В 
терминах исходных данных получены достаточные условия осуществимости, сходимости предложен-
ного алгоритма, одновременно обеспечивающие существование изолированного решения семейства 
нелинейных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Ключевые слова: метод параметризации, нелинейные краевые задачи, пространство непрерывных 
функций, приближенное решение, гиперболические уравнения со смешанной производной. 

 

На [0, ] [0, ]T     рассматривается нелинейная краевая задача 

 ( , , ), nv
f x t v v R

t


 


, (1) 

  , ( ,0), ( , ) 0, [0, ]g x v x v x T x   , (2) 

где : n nf R R  , :[0, ] n n ng R R R     непрерывны, 
1:

( , ) max ( , )i
i n

v x t v x t


 , x  — параметр се-

мейства. 
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Через ( , )nС R  обозначим пространство непрерывных функций : nv R  с нормой 

1 ( , )
max ( , )
x t

v v x t


 . 

Решением задачи (1), (2) называется непрерывно дифференцируемая по t  на   функция 
* ( , ) ( , )nv x t С R  , удовлетворяющая дифференциальному уравнению (1) и краевым условиям (2). 

При каждом фиксированном [0, ]x   задача (1), (2) является нелинейной двухточечной краевой 
задачей для систем обыкновенных дифференциальных уравнений, которая исследована в [1] методом 
параметризации. 

При изменении x  на отрезке [0, ]  получим семейство нелинейных двухточечных краевых задач 
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 

В настоящей работе методом параметризации исследуются вопросы существования решения за-
дачи (1), (2), непрерывно зависящего от параметра семейства [0, ]x  , и построения алгоритмов на-
хождения ее приближенного решения. 

Изучение семейства краевых задач представляет самостоятельный интерес и находит примене-
ние в теории нелокальных краевых задач для систем гиперболических уравнений со смешанной про-
изводной [2]. 

Задачу (1), (2) исследуем методом параметризации [1]. 

По некоторому шагу 0 :h Nh T   ( 1,2,3,...)N   произведем разбиение: 
1

[0, ] [0, )
N

r
r

T


    , где 

[0, ] [( 1) , )r r h rh     , 1r : N . 

Обозначим через ( , , )nN
rС R   пространство систем функций ( ,[ ])v x t   1 , ,v x t  

   2 , ,..., ,Nv x t v x t  с нормой 
2 1: ( , )

max sup ( , )
r

r
r N x t

v v x t
 

 , где функция : n
r rv R   непрерывна и равно-

мерно относительно [0, ]x   имеет конечный предел при 0t rh  , 1:r N . Пространство 

( , , )nN
rС R   является полным. 

Сужение функции ( , )v x t  на r  обозначим через ( , )rv x t , т.е. ( , )rv x t  является функцией опреде-

ленной и совпадающей с ( , )v x t  на r , 1r : N , и от задачи (1), (2) перейдем к следующей эквива-
лентной задаче: 

 ( , , ), ( , ) , nr
r r r

v
f x t v x t v R

t


  


, (3) 

  1
0

, ( ,0), lim ( , ) 0, [0, ]N
t Nh

g x v x v x t x
 

   , (4) 

 1
0

lim ( , ) ( , ), 1: ( 1), [0, ]s s
t sh

v x t v x sh s N x 
     , (5) 

где (5) — условия склеивания решения на внутренних линиях разбиения ( 1)t s h  , 1: ( 1)s N  . 

Решением задачи (3)–(5) является система функций * ( ,[ ])v x t  *
1 ( , ),v x t * *

2 ( , ),..., ( , )Nv x t v x t   

( , , )nN
rС R   , где непрерывно дифференцируемая по t  функция * ( , )rv x t  удовлетворяет дифферен-

циальному уравнению (3) при всех ( , ) rx t  , 1:r N , и для *
1 ( ,0)v x , *

0
lim ( , )N

t Nh
v x t

 
, *

0
lim ( , )s

t sh
v x t

 
, 

*
1( , )sv x sh , 1: ( 1)s N  , [0, ]x  , имеют место равенства (4), (5). 

Введем параметр ( ) ( ,( 1) )r rx v x r h   , [0, ]x   и произведем замену ( , ) ( , )r rv x t v x t  ( )r x , 

( , ) rx t  , 1r : N . Получим краевую задачу с функциональными параметрами: 

 ( , , ( ) ), ( , ) ,r
r r r

v
f x t x v x t

t


   


        1:r N , (6) 

 ( ,( 1) ) 0, [0, ], 1: ,rv x r h x r N      (7) 

  1
0

, ( ), ( ) lim ( , ) 0, [0, ]N N
t Nh

g x x x v x t x
 

      , (8) 

 1
0

( ) lim ( , ) ( ) 0, [0, ], 1: ( 1)s s s
t sh

x v x t x x s N 
         . (9) 
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Через ([0, ], )nNС R  обозначим множество функций  1 2λ( ) λ ( ),λ ( ),...,λ ( )Nx x x x , где 

:[0, ] n
r R   , 1:r N , непрерывны. 

Решением задачи (6)–(9) является пара  * *( ), ( ,[ ])x v x t   с компонентами 
* * * *

1 2λ ( ) (λ ( ),λ ( ),...,λ ( )) ([0, ], )nN
Nx x x x С R   , 

* * * *
1 2( ,[ ]) ( ( , ), ( , ),..., ( , ))Nv x t v x t v x t v x t     ( , , )nN

rС R  , 

где непрерывно дифференцируемая на r  функция * ( , )rv x t  удовлетворяет дифференциальному 

уравнению (6) при всех ( , ) rx t   (при ( 1)t r h   уравнению (6) удовлетворяет правосторонняя про-

изводная функции * ( , )rv x t ), 1:r N , выполняется начальное условие * ( ,( 1) ) 0rv x r h  , 1:r N , и для 
*
1 ( )x , * *

0
( ) lim ( , )N N

t Nh
x v x t

 
   , * *

0
( ) lim ( , )s s

t sh
x v x t

 
   , *

1( )s x , [0, ]x  , 1: ( 1)s N  , имеют место равен-

ства (8), (9). 

Если * ( , )v x t  — решение задачи (1), (2), то система пар  * *( ), ( ,[ ])x v x t  , где 

 * * * *
1 2( ) ( ), ( ), , ( ) nN

Nx x x x R      , [0, ]x  , * *( ) ( ,( 1) )r rx v x r h   , 1r : N , 

 * * * *
1 2( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t v x t    , * * *( , ) ( , ) ( ,( 1) )r r rv x t v x t v x r h   , ( , ) rx t  , 1r : N , 

* ( , )rv x t  — сужение функции * ( , )v x t  на r , 1:r N , является решением краевой задачи (6)–(9). И 

обратно — если пара  ( ), ( ,[ ])x v x t   является решением задачи с функциональными параметрами (6)–

(9), то функция ( , )v x t , определенная на   равенствами:  ( , ) ( ) ,r rv x t x v x t     , ( , ) rx t  , 1:r N , 

( , ) ( )Nv x T x    
0

lim ,Nt Nh
v x t

 
 , будет решением нелинейной краевой задачи (1), (2). 

Задача с функциональными параметрами (6)–(9) отличается от задачи (3)–(5) наличием началь-
ных условий (7). 

При фиксированном ( )r x , [0, ]x  , задача Коши (6), (7) эквивалентна интегральному уравне-
нию Вольтерра второго рода 

 
( 1)

( , ) , , ( ) ( , ) , ( , ) , 1:
t

r r r r

r h

v x t f x x v x d x t r N


         , 

откуда, определив 
0

lim ( , )r
t rh

v x t
 

 , [0, ]x  , 1:r N , подставив в (8), (9), предварительно умножая (8) 

на 0 :h Nh T  , получим систему уравнений относительно функциональных параметров ( )r x , 
[0, ]x  : 

 1

( 1)

, ( ), ( ) , , ( ) ( , ) 0,
Nh

N N N

N h

h g x x x f x t x v x t dt


 
        
 

   

  1

( 1)

( ) , , ( ) ( , ) ( ) 0, 1: ( 1)
sh

s s s s

s h

x f x t x v x t dt x s N


          , 

которую запишем в виде 
 1, ( , ( ), ) 0, ( ) ([0, ], )nN

hQ x x v x С R     . (11) 

Условие A. Существует 0 :h Nh T   ( 1,2,3, )N   , при котором нелинейное уравнение 

1, ( , ( ),0) 0hQ x x   имеет решение         0 0 0 0
1 2( ) ( ), ( ), , ( ) ([0, ], )nN

Nx x x x С R       , система функций 

(0) (0)
1( ,[ ]) ( , ),v x t v x t  (0) (0)

2 ( , ), , ( , )Nv x t v x t   с компонентами  (0) (0)

( 1)

( , ) , , ( )
t

r r

r h

v x t f x x d


    , ( , ) rx t  , 

1:r N , принадлежит пространству ( , , )nN
rС R  . 
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По паре  (0) (0)( ), ( ,[ ])x v x t   равенствами (0) (0) (0)( , ) ( , )r rv x t v x t    , ( , ) rx t  , 1:r N , 

(0) (0) (0)

0
( , ) lim ( , )N N

t Nh
v x T v x t

 
    , [0, ]x  , определим на   кусочно-непрерывную функцию (0) ( , )v x t . 

Выберем функции ( ) 0x  , ( ) 0v x  , ( ) 0v x  , непрерывные на [0, ],  и составим множества: 
  

  
0

(0) (0)
1 2

1:

( ), ( )

( ) ( ), ( ), , ( ) ([0, ], ) : ( ) ( ) max ( ) ( ) ( ) ;nN
N r r

r N

S x x

x x x x C R x x x x x





  

                
, 

    0
1 2( ,[ ]), ( ) ( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , ) ( , , ) :nN

h v N rS v x t x v x t v x t v x t v x t С R          (0)

2
( )vv v x     ; 

     0 0

[0, ]
( , ), ( ) ( , ) ( , ) : max ( ) ( , ) ( )n

v v
t T

S v x t x v x t C R v x,t v x t x


       ; 

    0 (0)
1 , ( ) , , : ( , ) , ( , ) ( )n

v vG x x x t v R x t v v x t x       ; 

  0 2 (0)
2 1 2 1, ( ), ( ) ( , ) [0, ] : [0, ], ( ,0) ( );n

vG x x x x,w w R x w v x x           

(0)
2 ( , ) ( )vw v x T x   . 

Условие B. Функции ( , , )f x t v , 1 2( , )g x,w w  соответственно в  0
1 , ( )vG x x ,  0

2 , ( ), ( )vG x x x   не-

прерывны, имеют равномерно непрерывные частные производные ( , , )vf x t v , 
1 1 2( , )wg x,w w , 

2 1 2( , )wg x,w w , и выполняются неравенства 0( , , )vf x t v L  , 
1 1 2 1( , )wg x,w w L  , 

2 1 2 2( , )wg x,w w L  , где 

0L , 1L , 2L  — постоянные. 
Пусть выполнено условие А. За начальное приближение решения задачи с функциональными 

параметрами (6)–(9) взяв пару     0 0( ), ( ,[ ])x v x t  , найдем последовательность     ( ), ( ,[ ])k kx v x t  , 

1,2,k   , по следующему алгоритму. 

Шаг 1. a) Решая уравнение (0)
1, ( , ( ), ) 0hQ x x v  , [0, ]x  , найдем параметр (1) (1)

1( ) ( ),x x    

(1) (1)
2 ( ), , ( ) ([0, ], )nN

Nx x С R    . b) Компоненты системы функций (1) ( ,[ ])v x t   

 (1) (1) (1)
1 2( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t     определим по формуле 

  (1) (1) (0)

( 1)

( , ) , , ( ) ( , )
t

r r r

r h

v x t f x x v x d


       ,      ( , ) rx t  , 1:r N . (12) 

Шаг 2. a) Решая уравнение (1)
1, ( , ( ), ) 0hQ x x v  , [0, ]x  , найдем параметр (2) (2)

1( ) ( ),x x    

(2) (2)
2 ( ), , ( ) ([0, ], )nN

Nx x С R    . b) Компоненты системы функций (2) ( ,[ ])v x t   

 (2) (2) (2)
1 2( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t     определим по формуле 

  (2) (2) (1)

( 1)

( , ) , , ( ) ( , )
t

r r r

r h

v x t f x x v x d


       , ( , ) rx t  , 1:r N . 

И так далее. 
Достаточные условия осуществимости, сходимости предложенного алгоритма, одновременно 

обеспечивающие существование изолированного решения краевой задачи с функциональными пара-
метрами (6)–(9), устанавливает 

Теорема 1. Пусть существуют 0 :h Nh T   ( 1,2,...)N  , непрерывные на [0, ]  функции 

( ) 0x  , ( ) 0v x  , ( ) 0v x  , при которых выполняются условия А, В, матрица Якоби 

1, ( , ( ), )
:h nN nNQ x x v
R R

 





 обратима для всех (0)( , ( ), ( ,[ ])) [0, ] ( ( ), ( ))x x v x t S x x        

(0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x    и имеют место неравенства: 
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1) 
1

1,
1,

( , ( ), )
( )h

h

Q x x v
x

  
   


;   2) 1, 0 1, 2 0( ) (1 ( )max{1, } ) 1h hq x hL x hL hL    ; 

3) 1,(0) (0) (0)
1, 1, 2 0 2

1,

( )
( ) ( , ( ), ) max{1, } ( )

1 ( )
h

h h
h

q x
x Q x x v hL hL v x

q x 

 
       

  ; 

4) 1, (0)

2
1,

( )
( )

1 ( )
h

v
h

q x
v x

q x
 

  ;    5) ( ) ( ) ( )v vx x x     . 

Тогда определяемая по алгоритму последовательность пар ( ) ( )( ( ), ( ,[ ]))k kx v x t  , 1,2,...k  , принадле-

жит (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  , сходится к * *( ( ), ( ,[ ]))x v x t   — изолированному решению 

задачи с функциональными параметрами (6)–(9) в (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x   и справедли-
вы оценки: 

 1,* (0) (0)

22
1,

( )

1 ( )
h

h

q x
v v v

q x
 


   , (13) 

 1,* (0) (0)
2 0 2

1,

( )
( ) ( ) max{1, }

1 ( )
h

h

x
x x hL hL v

q x


   


 . (14) 

Доказательство. Для любых ( ( ), ( ,[ ]))x v x t  (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  , где 

 1( ) ( ), , ( )Nx x x    ,  1( ,[ ]) ( , ), , ( , ) ,Nv x t v x t v x t   имеют место неравенства 
(0) (0) (0) (0)( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )r r r r r r r rx v x t x v x t x x v x t v x t                

(0) (0)

2
( ) ( ) ( ) ( )vx x v v x x            . 

Поэтому, в силу условия 5) теоремы, для всех ( , ) rx t  , 1:r N , тройка ( , , ( ) ( , ))r rx t x v x t    при-

надлежит множеству  0
1 , ( )vG x x . 

Решение задачи с функциональными параметрами (6)–(9) найдем по алгоритму. 
Оператор (0)

1, ( , ( ), )hQ x x v   в шаре (0)( ( ), ( ))S x x   удовлетворяет следующим условиям: 

i) матрица Якоби 
(0)

1, ( , ( ), )hQ x x v 



, в силу условия В, равномерно непрерывна в 

(0)( ( ), ( ))S x x  , 

ii) существует 

1(0)
1, ( , ( ), )hQ x x v


  
   


 и выполняется неравенство 

1(0)
1,

1,

( , ( ), )
( )h

h

Q x x v
x


  

    


, 

iii) из условия 3) теоремы следует, что (0) (0)
1, 1,( ) ( , ( ), ) ( )h hx Q x x v x    , т.е. все условия усиле-

ния локального варианта теоремы Адамара [1; 41] выполнены. 
Возьмем некоторую функцию 0 ( ) 0x  , 0 ( ) [0, ]x C    такую, что будут выполняться неравенства: 

1, 1,(0) (0) (0)
0 1, 1, 2 0 2

0 1, 1,

( ) ( )1
( ) ( ) , ( , ( ), ) max{1, } ( ).

2 1 ( ) ( ) 1 ( )
h h

h h
h h

x q x
x x Q x x v hL hL v x

x x q x 

 
            

  (15) 

Tак как имеет место i), то найдется непрерывная на [0, ]  функция 0 ( ) (0, ( )]x x    такая, что для 

любых ( ), ( )x x   (0)( ( ), ( ))S x x   будет выполняться неравенство 
(0) (0)

1, 1,
0

( , ( ), ) ( , ( ), )
( )h hQ x x v Q x x v
x

   
  

 

 
 как только 0( ) ( ) ( )x x x     . 

Выберем 1, 1,(0) (0) (0)
0 1, 2 0 2[0, ]

0 1,

( ) ( )
max 1, max ( , ( ), ) max{1, }

( ) 1 ( )
h h

h
x

h

x q x
Q x x v hL hL v

x q x 

               
   

и построим итерационный процесс (1,0) (0)( ) ( )x x   , 
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1(1, ) (0)
1,(1, 1) (1, ) (1, ) (0)

1,

( , ( ), )1
( ) ( ) ( , ( ), ), 0,1,2,

m
hm m m

h

Q x x v
x x Q x x v m



   
          


  , 

который в силу i)-iii) сходится к (1) ( )x  (0)( ( ), ( ))S x x   — изолированному решению уравнения 
(0)

1, ( , ( ), ) 0hQ x x v   и 

 (1) (0)( ) ( )x x    (0) (0)
1, 1,( ) ( , ( ), )h hx Q x x v   . (16) 

В силу условия А параметр (0) ( )x  ([0, ], )nNС R  удовлетворяет уравнению (0)
1, ( , ( ),0) 0hQ x x  , по-

этому 

(0) (0) (0) (0) (0)
1, 1, 1,( , ( ), ) ( , ( ), ) ( , ( ),0)h h hQ x x v Q x x v Q x x        (0) (0)

1
[0, ]

max max , ( ), ( )N
x

h g x x x
 

     

   (0) (0) (0) (0) (0)
1

( 1) ( 1)

, , ( ) ( , ) , ( ), ( ) , , ( ) ,
Nh Nh

N N N N

N h N h

f x t x v x t dt g x x x f x t x dt
 

  
           

  
   

    (0) (0) (0) (0)
2 0 21:( 1)

( 1) ( 1)

max , , ( ) ( , ) , , ( ) max{1, }
sh sh

s s s
s N

s h s h

f x t x v x t dt f x t x dt hL hL v
 

 

    


   . (17) 

Компоненты системы функций  (1) (1) (1) (1)
1 2( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t v x t     определим по формуле (12). 

Tогда, учитывая (17), получим, что 

   (1) (0) (1) (0) (0)

( 1) ( 1)

( , ) ( , ) , , ( ) ( , ) , , ( )
t t

r r r r r

r h r h

v x t v x t f x x v x d f x x d
 

                

 (1) (0) (0) (1) (0) (0)
0 0 0 2

( 1)

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
t

r r r

r h

L x x v x d hL x x hL v


                

 
2

)0(
02,10

~1},1max{)( vhLhLxhL h  , rtx ),( , Nr :1 , 

т.е. 

 (1) (0) (0)
1,2 2

( ) , [0, ]hv v q x v x      , (18) 

и, в силу неравенства 4) теоремы, (1) ( ,[ ])v x t  (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  . 

Из структуры оператора 1, ( , ( ), )hQ x x v   и равенства (1) (0)
1, ( , ( ), ) 0hQ x x v   имеем, что 

 (1) (1) (1) (1) (1) (0)
1, 1, 1,( , ( ), ) ( , ( ), ) ( , ( ), )h h hQ x x v Q x x v Q x x v        (1) (0)

2 0 2
max{1, }hL hL v v  . (19) 

Если (1)
1 1( ) ( ( ), ( ) ( ))x S x x x      , где 1( )x  (1) (0)

1, 2 0 2
( )max{1, }h x hL hL v v   , и функция 

1( ) 0x   ( 1( ) [0, ]x C   ) удовлетворяет неравенству 

 1( )x  1,(0) (0) (0)
1, 1, 2 0 2

1,

( )
( ) ( , ( ), ) max{1, } ( )

1 ( )
h

h h
h

q x
x Q x x v hL hL v x

q x 

 
       

  , (20) 

то в силу условий 2), 3) теоремы и соотношений (16), (18), (20) получим, что 
(0) (1) (1) (0)

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x x                (0) (0)
1, 1,( ) ( , ( ), )h hx Q x x v    

(1) (0) (0) (0)
1, 2 0 1 1, 1,2

( )max{1, } ( ) ( ) ( , ( ), )h h hx hL hL v v x x Q x x v            

(0) (0) (0)
1, 1, 2 0 1 1, 1,2

( ) ( )max{1, } ( ) ( ) ( , ( ), ) ( )h h h hq x x hL hL v x x Q x x v x          , 

следовательно, (1) (0)
1 1( ( ), ( ) ( )) ( ( ), ( ))S x x x S x x       . 

Оператор (1)
1, ( , ( ), )hQ x x v   в множестве (1)

1 1( ( ), ( ) ( ))S x x x     удовлетворяет всем условиям тео-

ремы 1 [1; 41], поэтому итерационный процесс (2,0) (1)( ) ( )x x   , 
1(2, ) (1)

1,(2, 1) (2, ) (2, ) (1)
1,

( , ( ), )1
( ) ( ) ( , ( ), ), 0,1,2,

m
hm m m

h

Q x x v
x x Q x x v m



   
         


  , 
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сходится к изолированному решению (2) (1)
1 1( ) ( ( ), ( ) ( ))x S x x x       уравнения (1)

1, ( , ( ), ) 0hQ x x v   и 

имеет место оценка (2) (1)( ) ( )x x    (1) (1)
1, 1,( ) ( , ( ), )h hx Q x x v    и, в силу справедливости (19), полу-

чим, что 

 (2) (1)( ) ( )x x    (1) (0)
1, 2 0 2

( )max{1, }h x hL hL v v   . (21) 

По (2) (2) (2) (2)
1 2( ) ( , , , )Nx      ([0, ], )nNС R , используя формулу (2) ( , )rv x t   

 (2) (1)

( 1)

, , ( ) ( , )
t

r r

r h

f x x v x d


       , ( , ) rx t  , 1:r N , определим компоненты системы функций: 

 (2) (2) (2) (2)
1 2( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t v x t    . Tогда для всех ( , ) rx t  , 1:r N , справедливы неравен-

ства 

    (2) (1) (2) (1) (1) (0)

( 1) ( 1)

( , ) ( , ) , , ( ) ( , ) , , ( ) ( , )
t t

r r r r r r

r h r h

v x t v x t f x x v x d f x x v x d
 

                   

    (2) (1) (1) (0) (2) (1) (1) (0)
0 0 2

( -1)

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
t

r r r r

r h

L x x v x v x d hL x x v v                   . 

Таким образом, имеет место оценка 
(2) (1)

2
v v   (2) (1) (1) (0)

0 2
( ) ( )hL x x v v       , 

откуда, учитывая (21), получим основное неравенство: 
(2) (1)

2
v v    (1) (0) (1) (0)

0 1, 2 0 12 2
( )max{1, } 1 ( )h ,hhL x hL hL v v q x v v         , 

т.е. (2) ( ,[ ])v x t  (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  . 

Предполагая, что пара ( 1) ( 1) (0) (0)( ( ), ( ,[ ])) ( ( ), ( )) ( ( ,[ ]), ( ))k k
vx v x t S x x S v x t x 

        , [0, ]x  , най-
дена и установлены оценки 

   )()( )2()1( xx kk
2

)3()2(
02,1

~~},1max{)(   kk
h vvhLhLx , (22) 

 ( 1) ( 2)

2

k kv v   ( 2) ( 3)
1 2

( ) k k
,hq x v v    , (23) 

 ( 2) ( 2)
1, ( , ( ), )k k

hQ x x v   ( 2) ( 3)
2 0 2

max{1, } k khL hL v v   , (24) 

k -е приближение по параметру ( ) ( )k x  найдем, решая уравнение 

 ( 1)
1, ( , ( ), ) 0, ( ) ([0, ], )k nN

hQ x x v x С R     . (25) 

Используя то, что ( 1) ( 2)
1, ( , ( ), ) 0k k

hQ x x v   , установим справедливость неравенства 

 ( 1) ( 1) ( 1) ( 2)
1, 2 0 2

( , ( ), ) max{1, }k k k k
hQ x x v hL hL v v        . (26) 

Возьмем ( 1) ( 2)
1 1, 2 0 2
( ) ( )max{1, } k k

k hx x hL hL v v 
      и покажем, что ( -1)

1 1( ( ), ( ) ( ))k
kS x x x      

(0)( ( ), ( ))S x x   . Действительно, для любого ( -1)
1 1( ) ( ( ), ( ) ( ))k

kx S x x x      , ввиду справедливо-
сти неравенств (15), (16), (18), (22), (23), (26), выполняется следующее: 

(0) ( 1) ( 1) ( 2) (2) (1) (1) (0)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k kx x x x x x x x x x                      

 ( 2) ( 3) (1) (0) (1) (0)
-1 1 1, 2 0 2 2

( ) ( ) ( )max{1, } ( ) ( )k k
k hx x x hL hL v v v v x x                    

 1 2 (0)
1, 2 0 1, 1, 1, 12

( )max{1, } ( ( )) ( ( )) ( ) ( )k k
h h h hx hL hL q x q x q x v x          

1,(0) (0) (0)
1, 1, 1, 2 0 12

1,

( )
( ) ( , ( ), ) ( )max{1, } ( )

1 ( )
h

h h h
h

q x
x Q x x v x hL hL v x

q x
      


   

(0) (0)
1, 1, λγ ( ) ( ,λ ( ), ) ( ).h hx Q x x v x    

следовательно, ( -1)
1 1( ( ), ( ) ( ))k

kS x x x     (0)( ( ), ( ))S x x  . 
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Оператор ( 1)
1, ( , ( ), )k

hQ x x v    в ( -1)
1 1( ( ), ( ) ( ))k

kS x x x     удовлетворяет всем условиям теоремы 1 

[1; 41], поэтому в этом шаре существует решение ( ) ( )k x  уравнения (25) и справедлива оценка 

 ( ) ( 1)( ) ( )k kx x    ( 1) ( 1)
1, 1,( ) ( , ( ), )k k

h hx Q x x v    . (27) 

По найденному ( ) ( ) ( ) ( )
1 2( ) ( , , , )k k k k

Nx      ([0, ], )nNС R , используя формулу 

 ( ) ( ) ( 1)

( 1)

( , ) , , ( ) ( , )
t

k k k
r r r

r h

v x t f x x v x d



       ,   ( , ) rx t  , 1:r N , 

определим компоненты системы функций  ( ) ( ) ( ) ( )
1 2( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , )k k k k

Nv x t v x t v x t v x t     и установим для 

всех ( , ) rx t  , 1:r N , оценки: 

 ( ) ( 1)

2

k kv v   ( 1) ( 2)
1 2

( ) k k
,hq x v v    . (28) 

Если ( ) ( )
1, 1,( ) ( ) ( , ( ), ) 0k k

k h hx x Q x x v     , то ( ) ( )
1, ( , ( ), ) 0k k

hQ x x v  , т.е. пара ( ) ( )( ( ), ( ,[ ])k kx v x t  , 

[0, ]x  , является решением задачи с функциональными параметрами (6)–(9). 
Используя (26), (27), установим, что 

 ( ) ( 1)( ) ( )k kx x    ( 1) ( 2)
1, 2 0 2

( )max{1, } k k
h x hL hL v v    . (29) 

Из (28), (29) и условия 2) теоремы следует, что последовательность пар ( ) ( )( ( ), ( ,[ ])k kx v x t  , 1,2,k   , 

при k   сходится к решению * *( ( ), ( ,[ ])x v x t   задачи с функциональными параметрами (6)–(9), 

причем, в силу неравенств 4), 5) теоремы, пары ( ) ( )( ( ), ( ,[ ])k kx v x t  , 1,2,k   , и * *( ( ), ( ,[ ])x v x t   при-

надлежат (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  . 
Ввиду (28), (29) легко показать, что при всех 1,2,k    

 ( ) (0)

2

kv v  1 (0)

2
1

( )

1 ( )
,h

,h

q x
v

q x



 , (30) 

  )()( )0()( xxk
2

)0(
02

1

,1 ~},1max{
)(1

)(
vhLhL

xq

x

,h

h




. (31) 

Переходя к пределу при k  в неравенствах (30), (31), получим оценки (13) и (14) теоремы. 
Покажем изолированность решения задачи с функциональными параметрами. Пусть пара 

( ( ), ( ,[ ])x v x t   — решение задачи (6)–(9) в (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  . Tогда найдутся не-

прерывные на [0, ]  функции 1( ) 0x  , 2 ( ) 0x   такие, что (0)
1( ) ( ) ( ) ( )x x x x       , 

(0)
22
( ) ( )vv v x x       . Легко показать, что (0)

1( ( ), ( )) ( ( ), ( ))S x x S x x     , 2( ( ,[ ]), ( ))hS v x t x   
(0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x   . Действительно, если 1( ) ( ( ), ( ))x S x x    , 2( ,[ ]) ( ( ,[ ]), ( ))hv x t S v x t x   , то 

(0) (0) (0)
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x x x x                      

(0) (0) (0)
22 2 2 2
( ) ( )vv v v v v v x v v x                  , 

т.е. (0)( ) ( ( ), ( ))x S x x    , (0)( ,[ ]) ( ( ,[ ]), ( ))h vv x t S v x t x    . 
Возьмем функцию ( ) 0( ( ) [0, ])x x C      такую, что 

 1,( ) ( ) 1hx x   ,      1,
2 0

1,

( )
1 max{1, } 1

1 ( ) ( )
h

h

x
hL hL

x x

 
      

. (32) 

В силу условия B и структуры матрицы Якоби 1, ( , ( ), )hQ x x v 



 следует ее равномерная непрерыв-

ность в 1( ( ), ( ))S x x  
2( ( ,[ ]), ( ))hS v x t x . Поэтому найдется функция 1 2( ) (0,min{ ( ), ( )}]x x x    , 

( ) [0, ]x C   , при которой 1, 1,( , ( ), ) ( , ( ), )
( )h hQ x x v Q x x v
x

   
  

 

  
 для всех 

( ( ), ( ,[ ])) ( ( ), ( ))x v x t S x x     ( ( ,[ ]), ( ))hS v x t x . 

Так как ( ( ), ( ,[ ])x v x t   — решение задачи (6)–(9), то 1, ( , ( ), ) 0hQ x x v   . 
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Пусть пара ( ( ), ( ,[ ])x v x t
 

   — другое решение задачи (6)–(9) в ( ( ), ( ))S x x   ( ( ,[ ]), ( ))hS v x t x . 

Компоненты систем функций 1 2( ,[ ]) ( ( , ), ( , ), , ( , ))Nv x t v x t v x t v x t       , 1( ,[ ]) ( ( , ),v x t v x t


   

2 ( , ), , ( , ))Nv x t v x t
 
   являются решениями задачи Коши (6), (7) соответственно при ( ) ( )r rx x    и 

( ) ( )r rx x


   , поэтому на r  для всех 1:r N  имеют место соотношения 

 
( 1) ( 1)

( , ) ( , ) , , ( ) ( , ) , , ( ) ( , )
t t

r r r r r r

r h r h

v x t v x t f x x v x d f x x v x d
  

 

               
        

0 0 2
( ) ( )hL x x hL v v

 

        , 

откуда 

 0 02 2
( ) ( )v v hL x x hL v v

  

           . (33) 

В силу того, что 1, ( , ( ), ) 0hQ x x v    и 1, ( , ( ), ) 0hQ x x v
 

  , из равенств 
1

1,
1,

( , ( ), )
( ) ( ) ( , ( ), )h

h

Q x x v
x x Q x x v


  

        

     , 

1

1,
1, 1,

( , ( ), )
( ) ( ) ( , ( , ( ), )h

h h

Q x x v
x x Q x Q x x v


     
        

 
  

следует, что 

 












































 1

0

,1,1

1

,1 )
~~),(

~
,()

~~)),()(
~

()(,()
~~),(

~
,(

)()(
~

d
vxxQvxxxxQvxxQ

xx hhh  

1

1,
1, 1,

( , ( ), )
( ( ) ( )) ( , ( ), ) ( ( ), )h

h h

Q x x v
x x Q x x v Q x x v


                     

    . 

Оценив по норме обе части этого равенства, после несложных преобразований получим: 

1,
1, 1,

1,

( )
( ) ( ) ( , ( ), ) ( ( ), )

1 ( ) ( )
h

h h
h

x
x x Q x x v Q x x v

x x

   
       

  
    

 1,
2 0 2

1,

( )
max{1, }

1 ( ) ( )
h

h

x
hL hL v v

x x


 

  
  . (34) 

В силу (34) из (33) следует, что 

 1,
0 2 02 2

1,

( )
max{1, } 1

1 ( ) ( )
h

h

x
v v hL hL hL v v

x x

  
        
     . (35) 

На основании (32) из (33), (35) заключаем, что ( ,[ ]) ( ,[ ])v x t v x t


  , ( ) ( )x x


   , [0, ]x  . Tеорема 1 
доказана. 

На   равенствами ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( , )k k k
r rv x t x v x t    , ( , ) rx t  , 1:r N , ( ) ( )( , ) ( )k k

Nv x T x    
( )

0
lim ( , )k

N
t Nh

v x t
 

   определим кусочно-непрерывную функцию ( ) ( , )kv x t , 1,2,k   . 

Ввиду эквивалентности задач (1), (2) и (6)–(9) из теоремы 1 следует 
Теорема 2. Пусть существуют 0 :h Nh T   ( 1,2, )N   , непрерывные на [0, ]  функции 

( ) 0x  , ( ) 0v x  , ( ) 0v x  , при которых выполняются условия А, В, матрица Якоби 

1, ( , ( ), )
:h nN nNQ x x v
R R

 





 обратима для всех 

(0)( ( ), ( ,[ ])) ( ( ), ( ))x v x t S x x     (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x   
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и имеют место неравенства 1)-5) теоремы 1. Тогда последовательность функций ( ) ( , )kv x t , 1,2,k   , 

содержится в   0 ( , ), ( )vS v x t x , сходится к * ( , )v x t  — изолированному решению задачи (1), (2) в 

  0 ( , ), ( )vS v x t x  и справедлива оценка 

 * (0) (0)
1, 1, 2 0 2[0, ]

1,

1
max ( , ) ( , ) ( ) ( )max{1, }

1 ( ) h h
t T

h

v x t v x t q x x hL hL v
q x

   


 . 
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Параметрлеу əдісінің бір алгоритмінің жүзеге асырылу  
жəне жинақтылығы туралы 

Мақалада параметрлеу əдісі негізінде параметрінен үздіксіз тəуелді қарапайым дифференциалдық 
теңдеулер үшін бейсызық екі нүктелі шеттік есептер əулетінің шешімі бар болуының мəселелері 
қарастырылған. Зерттеліп отырған есептің жуық шешімін табу алгоритмі тұрғызылған. Бастапқы 
берілімдер терминдерінде ұсынылған алгоритмдердің жүзеге асуының, жинақтылығының, сонымен 
бірге қарапайым дифференциалдық теңдеулер үшін бейсызық екі нүктелі шеттік есептер əулетінің 
оқшауланған шешімінің бар болуын қамтамасыз ететін жеткілікті шарттары тағайындалған. 

 

D.S.Zhumabaev, S.M.Temesheva 

On a practicability and convergence of the algorithm of parametrization’s method 

In the work on base of the parameterization’s method questions of existence of the solving the family of 
nonlinear two points boundary value problems are researched for ordinary differential equations, 
continuously depending from parameter of family. The algorithm of finding of approaching solution is con-
structed of the investigating problem. In term of the initial date are received sufficient conditions practicabil-
ity, convergence of the offered algorithm, simultaneously providing existence of the isolated solution of 
family nonlinear boundary value problems for ordinary differential equations. 
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Дискретный аналог оптимизационного метода для обратной задачи 
геоэлектрики в околоскважинном пространстве 

В работе приведена коэффициентная обратная задача для задачи геоэлектрики в околоскважинном 
пространстве. Также рассмотрена постановка задачи для системы уравнений Максвелла, записанной в 
цилиндрической системе координат. Сформулированы постановки прямых и обратных задач, запи-
санных в цилиндрической системе координат. Для решения обратной коэффициентной задачи приме-
нен известный оптимизационный метод. Построен дискретный аналог оптимизационного метода ре-
шения обратной задачи. Получена явная дискретная формула вычисления градиента рассматриваемо-
го функционала.  

Ключевые слова: месторождение, околоскважинное пространство, среда, электромагнитные волны, 
уравнения Максвелла, минимум функционала, оптимизационный метод. 

Постановка задачи 

При изучении нефтяных и газовых месторождений большой интерес представляют проницаемые 
пласты (коллекторы). Скважины обычно заполняют промывочной жидкостью, гидростатическое дав-
ление которой превышает, как правило, давление в пласте. 

В силу избыточного давления фильтрат промывочной жидкости проникает в проницаемый 
пласт, в результате чего часть пластовой жидкости оттесняется и заменяется фильтратом промывоч-
ной. Это приводит к образованию зоны проникновения, электромагнитные свойства которой отлича-
ются от свойств пласта и промывочной жидкости. Математическое моделирование применительно к 
электромагнитному каротажу скважин имеет свои цели и особенности. Принципиальная идея элек-
тромагнитного каротажа весьма проста и состоит в следующем. Источник и приемник электромаг-
нитного поля помещены в скважину и разнесены вдоль скважины на некоторое расстояние (длина 
зонда). Перемещая зонд вдоль скважины, измеряют электромагнитное поле и получают зависимость 
наблюдаемой величины от положения зонда относительно среды. Существующие количественные 
связи между наблюдаемым электромагнитным полем и электромагнитными характеристиками (как 
правило, электропроводность и диэлектрическая проницаемость) среды делают принципиально воз-
можным определение свойств среды (по крайне мере, в зоне, прилегающей к скважине). 

Среда является неоднородной. Ее электропроводность и диэлектрическая проницаемость изме-
няются как вдоль оси скважины, так и в зависимости от расстояния до этой оси. Поэтому электро-
магнитное поле, возбуждаемое и измеряемое в скважине, содержит информацию не только о части 
среды, расположенной против зонда и примыкающей к скважине, но и об электрической структуре 
исследуемого объема горных пород. Она зависит от электрических свойств промывочной жидкости, 
заполняющих скважину, наличия каверн и глинистых корок, от строения промежуточной зоны, воз-
никающей при проникновении фильтрата промывочной жидкости в прискважинную область и т.д. 
Кроме того, электромагнитное поле зависит от типа и конструктивных особенностей зонда, частоты 
первичного поля. 

Рассмотрим задачу о распространении электромагнитных волн в околоскважинном пространстве. 
В качестве модели среды рассматривается цилиндрически-слоистая среда, электромагнитные 

параметры которой зависят только от расстояния до оси скважины-координаты r цилиндрический 
системы координат {r, φ, x3}. Значения ε и σ считаем постоянными в каждом цилиндрическом слое, 
окружающем скважину, но могут меняться от слоя к слою. Ось x3 расположена по центру скважины и 
направлена вниз. 

В качестве источника рассмотрим длинный кабель, направленный вдоль оси 3Ox . В момент вре-
мени 0t   включается ток, описывающийся функцией ( )q t , например: 

0,
( )

1,
q t


 


 
0,

0.

t

t



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Распространение тока в кабеле описывается функцией ( )r . Полагая, что кабель имеет большую 
длину и измерения в скважине происходят достаточно глубоко, можно пренебречь влиянием земной 
поверхности. 

Процесс распространения электромагнитных волн в среде описывается системой уравнений 
Максвелла [1]: 

 
,

.

стE
rotH E j

t
H

rotE
t

      
   
 

 (1) 

Вектор плотности сторонних токов стj  при наших предположениях равен: 

  2 2
1 2 3(0,0,1) ( ) ( ) 0,0,ст Тj q t x y     . (2) 

Считаем, до момента времени 0t   ток в кабеле отсутствует, т.е. 
 0 0tE   , 0 0tH   . (3) 

При такой постановке задачи функции , , стj   не будут зависеть от координаты 3x , поэтому E  и H  

не зависят от 3x , тогда 3(0,0, )E E , 1 2( , ,0)H H H . Используя определения ротора, распишем сис-
тему уравнений Максвелла, окончательно получим систему из шести уравнений: 

 1 1 3 2
2 3

E E H H
t x x

  
    
  

, 

 2 2 3 1
1 3

E E H H
t x x

  
     
  

, 

 3 3 2 1 3
1 2

E E H H
t x x

  
      
  

, 

 1 3 2
2 3

H E E
t x x

  
   
  

, 

 2 3 1
1 3

H E E
t x x

  
   
  

 

 3 2 1
1 2

H E E
t x x

  
   
  

. 

В связи с предположением (2) векторы электрической и магнитной напряженности будут иметь 
компоненты 
  30,0,E E ,  1 2, ,0H H H . 

Тогда система (1) примет вид: 

 

3 3 2 1 3
1 2

1 3
2

2 3
1

,

,

.

E E H H
t x x

H E
t x

H E
t x

   
         
      
  
 
 

 (4) 

С начальными данными 3 0 0tE   , 1 0 0tH   , 2 0 0tH   . Продифференцируем первое уравне-

ние системы (4) по t , второе — по 2x , третье — по 1x  и исключим 1,H  2H из первого уравнения. Ис-
пользуя два последних, получим: 

 
2

3 3 3 3 32
1 1 2 2

1 1
E E E E

t t x x x x t

         
                    

. (5) 
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Запишем уравнение (5) в цилиндрической системе координат, обозначив    3 1 2, , , ,r t E x x t   . Пе-

ревод из декартовой системы координат в цилиндрическую производится по формулам 

1 cosx r  , 2 sinx r  , 2 2
1 2r x x  . 

Производные по переменным 1,x  2x  находятся по формулам 

3

1 1 1

E r

x r x x

    
 

    
, 

3

2 2 2

E r

x r x x

    
 

    
. 

Так как модель рассматривается осесимметрическая, то функция   не зависит от переменной  . То-
гда в последних выражениях, при отсутствии последнего слагаемого в правых частях, имеем: 

3 1

2 2
1 1 2

cos
E x

x r rx x

  
  

  
, 

2 2 2
23

2 2
1

sin
cos

E

x r r r

    
 

  
, 

3 2

2 2
2 1 2

sin
E x

x r rx x

  
  

  
, 

2 2 2
23

2 2
2

cos
sin

E

x r r r

    
 

  
. 

Подставив полученные выражения в (5), имеем: 

 
1

tt t tpq r
r r r

           
, 0t  , 0r  . (6) 

Так как модель осесимметричная, то имеем граничное условие 
 0 0r r  , 0t  . (7) 

Начальные данные: 

 0 0t  , 0

1
(0)t t q  


. (8) 

Корректность прямой задачи (6)–(8) вытекает из известных результатов по теории гиперболиче-
ских уравнений [1]. Поэтому будем предполагать, что коэффициенты в (6) и начальные данные (8) 
удовлетворяют условиям, характеризующим достаточную гладкость решения и, следовательно, про-
мывочную замену частных производных в (6) их дискретными аналогами. В случае разрывов естест-
венно необходимо добавить условия непрерывности касательных компонент поля. Запишем задачу 

(6)–(8) в безразмерной системе единиц, положим    , 
^

t t  ; 
^

r r  , тогда имеем: 

 2 1
2tt ta r b c

r r r

          
, (9) 

 0 0t  , 
 

0

0
t t

q



 


, (10) 

 0 0r r  , (11) 

где a



 

, 
2

b





, 
   'r q t

c





. Выбирая параметры , ,    следующим образом: 
'2

max

q
 


, 

2min

max


 


, 

min


 

 
, получим, что  , 0,1a b ,  1,1c  ,  0,r R . 

Обратная задача. Найти коэффициенты b  из соотношений (9)–(11) по известной дополнитель-
ной информации: 
    0, ;t b f t  . (12) 
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Пусть  p r  — приближенное решение обратной задачи. Решение обратной задачи рассматрива-

ется как управление, доставляющее минимум функционалу: 

       2

0

0, ;
T

J p t p f t dt     . (13) 

Для минимизации функционала (13) применим итерационный метод сопряженных градиентов. 

Пусть задано приближение  np , последующие приближения определим из 

  
 

 
   1n n

k kr rp p r     , (14) 

где   0
0 J p   ,    1

k
k k kJ p      , 1,2,...,k       2 2

1k k
k J p J p      . 

Параметр k  определен из условий: 

 

  
   2

k

k
k

J p

J p
 


,      1k kJ p J p  . 

Здесь   kJ p  — градиенты функционала, который имеет вид 

        
0

, ; , ;
T

k k k
tJ p r t p r t p dt    , 1,2,...,k   

где   — решение прямой задачи, а  ,r t  — решение следующей сопряженной задачи: 

 2 1
2 ( )tt t rr rp c a

r
        , (15) 

  0 2 0, ;r r t p f      , (16) 

 0t T  , 0t t T  , (17) 

 0r R  . (18) 
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Рассмотрим сеточную область   , ,hi k    0, ,i N  0,2k N . Пусть ip  — приближенное ре-

шение обратной задачи. Аппроксимируем задачу (9)–(11) следующей разностной схемой [2]: 

 
^ ^

2 1
2 0k

r t irrtt
y a y y py c

r

 
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 
 

, 1,i N , 2,2k N M  , (19) 

 0 0iy  , 
0

1 i
i

i

q
y





, (20) 

 0 1
k ky y . (21) 

Пусть относительно решения разностной задачи (19)–(21) известна дополнительная информа-
ция: 
  0

k
ky f t , 1 k M  . 

Рассмотрим дискретный функционал: 

    
2

0
1

M
k k

i
k

J p y p f


     . (22) 

Проводя аналогичное, как в работах [3; 4], рассуждение нетрудно получить, что градиент функцио-
нала (22) имеет вид 

   1 1 0 1

2

( )
M

k
t i i

k

J p y y y



       . (23) 
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Аппроксимируем сопряженную задачу (15)–(18) следующей разностной схемой: 

 2 1
2 k

rr rt itt
p c a

r

          
 

, 1, 1i N  , , 1,...,2k M M  , (24) 

 ,0 02 k k
r y f     , , 1,...,1k M M  , (25) 

 0M
i  , , 0M

r i  , 0,i N , (26) 

 0k
N  , , 1,...,1k M M  . (27) 

Таким образом, итерационный метод наискорейшего спуска можно осуществить по следующей схе-
ме: 

1. Задаем начальное приближение (0)
ip . 

2. Решая прямую задачу (19)–(21), находим:  (0) (0), ;i k iy r t p . 

3. Вычислив краевые условия (25), решая сопряженную задачу (24)–(27), находим:  (0) (0), ;i k ir t p . 

4. По формуле (23) вычисляем градиенты (0)
iJ p    . 

5. По формуле (14) находим очередное приближение ( 1)n
ip  . 

6. Проверяем значение функционала (22). Если он достиг минимума, то задача решена, если нет, 
то повторяем новое приближение ( )n

ip  по перечисленным шагам 1–6. 
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А.А.Ерденеева 

Ұңғыма кеңiстiгіндегі геоэлектрикалық керi есепке арналған  
ұтымдылық əдiстiң дискреттi аналогi 

Мақалада ұңғыма кеңістігіндегі геоэлектрикалық есебі үшін кері коэффициентті есеп қарастырылды. 
Сонымен қатар цилиндрлік координат жүйесіндегі Максвеллдің теңдеулер жүйесі, цилиндрлік 
координаттар жүйесінде жазылған кері жəне тура есептердің қойылымы жинақталып зерттелдi. Кері 
коэффициентті есепті шешу үшін белгілі ұтымдылық əдіс қолданылды. Оптимизациялық əдісті 
көмегімен кері есепті шешудің дискретті аналогы құралды. Қарастырылып отырған функционалдың 
градиентін есептеудің дискретті формуласы алынды. 

 

A.A.Erdeneeva 

Discrete analog optimization methods for inverse problems of geoelectric  
in the borehole environment 

In work a coefficient inverse problem for the problem of geoelectric in the borehole environment is consid-
ered. Also considered statement of the problem for Maxwell's equations written in cylindrical coordinates. 
Formulate the consideration of direct and inverse problems, written in cylindrical coordinates. For solving the 
inverse conductivity problem using known optimization method. The discrete analogue of optimization 
method of decision of inverse problem is built. The obvious discrete formula of calculation of gradient of ex-
amined functional is got. 
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Моделирование взаимодействия человека с природой  
и разработки месторождений полезных ископаемых  
с помощью математического аппарата теории игр 

Выделены причины обострения проблемы загрязнения окружающей среды отходами горного произ-
водства в Казахстане. Раскрыта последовательность взаимодействия человека с природной средой в 
ходе производства. Отмечено, что при выявлении связи горнопромышленной деятельности человека с 
окружающей средой рекомендуется руководствоваться моделью взаимодействий природы и человека, 
основанной на принципах теории игр. Дан алгоритм решения задачи разработки месторождений по-
лезных ископаемых с применением математического аппарата теории игр. Показан широкий диапазон 
возможностей использования теории игр при принятии эколого-экономических решений в горной 
промышленности.  

Ключевые слова: горная промышленность, теория игр, модель, стратегия, математическое ожидание, 
матрица выигрышей, статистика. 

 
Разразившийся глобальный финансово-экономический кризис стал серьезным испытанием для 

мира. Но истинной катастрофой для всего человечества может обернуться назревающий экологиче-
ский кризис. За последние 25–30 лет в мире использовано столько сырья, сколько за всю предшест-
вующую историю человечества. Каждый год из недр планеты извлекается порядка 100 млрд. т раз-
личных минеральных ресурсов. В этой связи вопросы организации захоронения, складирования, 
обезвреживания и утилизации отходов стали занимать ведущее место среди природоохранных задач 
современности. 

Решение проблемы накопления отходов производства и потребления является одним из приори-
тетных направлений Концепции экологической безопасности Казахстана. Обострение проблемы за-
грязнения окружающей среды отходами в республике вызвано рядом факторов: неэффективный ме-
ханизм ответственности за природопользование, в том числе в сфере консервации и ликвидации на-
коплений отходов; отсутствие экономических стимулов для внедрения экологически чистых техноло-
гий обращения с отходами; нерациональное использование энергетических и природных ресурсов; 
неэффективная система контроля за деятельностью природопользователей; дефицит надежной ин-
формации о современных тенденциях выработки и размещения отходов в масштабе страны; отсутст-
вие системы экологического просвещения и пропаганды чистых технологий по обращению с отхода-
ми на производстве и в быту. 

Основной причиной прогрессирующего накопления отходов в стране является сырьевая направ-
ленность нашей экономики. В настоящее время на 450 полигонах страны накоплено более 22 млрд. т 
твердых отходов. Большая их часть расположена в Карагандинской (29,4 %), Восточно-
Казахстанской (25,7 %), Костанайской (17 %) и Павлодарской (14,6 %) областях. Ежегодно в респуб-
лике образуется до 20 млн. м3 бытовых, около 1 млрд. т промышленных, в том числе более 150 млн. т 
токсичных отходов [1; 60]. 

В сложившихся условиях остро ставится вопрос о невозможности поддерживать текущую мо-
дель развития, базирующуюся на хищническом разбазаривании ресурсов, уничтожении существую-
щими методами производства экосистемы (загрязнение воды, земли и воздуха), повлекших непред-
сказуемое изменение климата и ставящих под угрозу выживание не только биоразнообразия расти-
тельного и животного мира, но и самого человека как биологического вида. 

В настоящее время представители свыше 100 стран мира поставили подписи под Рамочной кон-
венцей ООН об изменении климата. В дополнение к этому основополагающему документу еще в де-
кабре 1997 г. был подписан Киотский протокол, ратифицированный и в Казахстане. Следовательно, 
почти все развитые страны мира поставили задачу перехода к безопасному, чистому и неистощаю-
щемуся развитию. 

Поскольку охрана окружающей среды, рациональное использование природных ресурсов и 
обеспечение экологической безопасности — одни из наиболее актуальных и глобальных проблем со-
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временности, их решение неразрывно связано с проблемой регулирования воздействия, оказываемого 
человеком на природу, с достижением равновесия в системе «общество-природа». 

С одной стороны, окружающая среда и развитие общества тесно связаны между собой. С другой 
стороны, природа и общество руководствуются разными, не совпадающими друг с другом критерия-
ми. Поэтому результаты их деятельности часто бывают взаимно противоположенными. 

Там, где развитие отрасли входит в противоречие с состоянием природной среды, следует исхо-
дить из общего принципа недопустимости проектов «покорения» и радикальной перестройки при-
родного окружения, всегда содержащих угрозу его разрушения и противоречащих принципу эколо-
гической безопасности. 

Проектные предложения такого рода подлежат строгой тщательной экологической экспертизе. 
Главным критерием их допустимости являются оценки масштабов и вероятностей возникновения 
экологических нарушений. Недопустимы действия, не базирующиеся на четких представлениях ха-
рактера и вероятности последствий, к которым может привести перестройка существующего природ-
ного механизма. 

Комплекс мер, обеспечивающих должную экономическую эффективность и экологическую 
безопасность долгосрочного развития, нужно разрабатывать по всей сумме процессов воспроизвод-
ства промышленного потенциала отрасли либо предприятия (компании). Состав выделяемых процес-
сов природопользования и характер подлежащих разработке мер должны отвечать следующему опи-
санию взаимосвязей, этапов и характера работ и их исполнителей (рис. 1). 

 

 

Рисунок 1. Общая схема взаимодействий участников системы «человек – промышленное  
производство – природная среда» (данные работы [2; 33]) 

Схема представлена в виде технологически обусловленной цепочки последовательного взаимо-
действия человека и природы. Изображенное на схеме взаимодействие описывается применительно к 
горной промышленности следующим образом. Разведав природный ресурс (в данном случае — ми-
неральные ресурсы соответствующих земельных участков) и оценив важнейшие его промышленно-
экономические характеристики, человек мобилизует технические средства для его разработки и ути-
лизации. В меру обеспеченности этими техническими средствами он отбирает для эксплуатации каж-
дый раз лишь относительно лучшую часть имеющегося в его распределении природного ресурса. 

В ходе последующих добычных процессов по извлечению природного запаса угля (руды) чело-
век неизбежно воздействует на окружающую природную среду, истощая ее ресурс и оказывая другие 
неблагоприятные экологические воздействия. Чтобы уменьшить эти воздействия, он разрабатывает 
средозащитные мероприятия, с учетом которых и решаются общие вопросы эксплуатации месторож-
дений. 

В более детальном виде последовательность взаимодействий человека с природной средой в хо-
де производственной деятельности представлена на рисунке 2. 
 

Природа Человек 

1. Геологические запасы полезного ископаемого   
и условия его залегания  

6. Сокращение и исчерпание запасов полезного 
ископаемого 

7. Экологические воздействия на окружающую 
среду 

2. Их познание в процессе поисковой и 
геологической разведок 

3. Подбор и разработка технических 
средств эксплуатации запасов 

4. Отбор кондиционной части запасов 

5. Эксплуатация месторождений 
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Рисунок 2. Последовательность взаимодействия человека с природной средой в ходе производства 
(данные работы [2; 34]) 

Последовательные стадии производственных взаимодействий горно-промышленного производ-
ства с природой выглядят следующим образом: 

 влияние природных факторов на производственную деятельность; 
 ответные действия человека для снижения отрицательной компоненты этих влияний; 

     Да 

Да
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отрицательная 

Оценка  отри-
цательная 

       Оценка положительная

Нет 

     Да

1. Геологические 
запасы, их свойства 

14. Уменьшение 
запасов иско-

паемого в недрах 

13. Эксплуатация запасов 

12. Доразведка запасов 

11. Проектирование горного предприятия 

10. Проведение детальной экономической оценки запасов 
и разработка кондиций   

9. Проведение детальной разведки и уточнение представ-
лений о геологических характеристиках  

8. Проведение предварительной 
экономической оценки данных 
запасов и разработка временных 

кондиций 

5. Временное откладывание экс-
плуатации запасов на будущее 

7. Разработка мер по сниже-
нию отрицательных социаль-
но-экологических последст-

вий 

3. Проверка наличия техни-
ческих средств, пригодных 
для запасов разработки и 

утилизации данных запасов 

2. Составление концепции нали-
чия и свойств запасов в процессе 
поисковой и предварительной 

геологических разведок 

4. Разработка новых  
технических средств 

15. Отрицательные экологические воздействия на другие 
виды природных ресурсов (землю, воду, атмосферу, запасы 

других ископаемых)  

    Нет

Нет 

Да 

6. Проверка допустимости 
эксплуатации запасов с точки 
зрения вызываемых социаль-
но-экологических последст-

вий 

Нет 

Человек Природа 
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 влияние производственной деятельности на природную среду; 
 влияние изменений природной среды на человека; 
 действия человека для снижения неблагоприятных для него изменений природной среды. 
Основные взаимодействия горно-промышленной деятельности человека с окружающей (при-

родной) средой происходят через понятия «входных» и «выходных» производственных ресурсов. 
С одной стороны, производство черпает из окружающей среды необходимые для него входные 

природные ресурсы, с другой — производственные процессы завершаются получением выходных 
ресурсов, поступающих в окружающую среду и зачастую для нее мало приемлемых. 

Таким образом, связь горно-промышленной деятельности человека с окружающей средой вы-
глядит обоюдной: завися от природы, человек одновременно сам оказывает на нее воздействие, а их 
результаты позднее вновь ощущает на себе. 

При осуществлении рассматриваемых взаимодействий в ходе разработки программ рекоменду-
ется руководствоваться моделью взаимодействий природы и человека, основанной на принципах 
теории игр [3–5]. 

Теория игр является математической теорией конфликтных ситуаций. Дело в том, что при реше-
нии экономических задач часто приходится анализировать ситуации, в которых сталкиваются инте-
ресы двух или более конкурирующих сторон, преследующих различные цели; это особенно харак-
терно в условиях рыночной экономики. Такого рода ситуации называются конфликтными. 

Чтобы проанализировать конфликтную ситуацию по ее математической модели, ситуацию необ-
ходимо упростить, учтя лишь важнейшие факторы, существенно влияющие на ход конфликта. Отсю-
да игра — это упрощенная математическая модель конфликтной ситуации, отличающаяся от реаль-
ного конфликта тем, что ведется по определенным правилам. Поэтому можно сказать, что игра — это 
совокупность правил, определяющих возможные действия (чистые стратегии) участников игры. Суть 
игры в том, что каждый из участников принимает такие решения в развивающейся конфликтной си-
туации, которые, как он полагает, могут обеспечить ему наилучший исход. Исход игры — это значе-
ние некоторой функции, называемой функцией выигрыша (платежной функцией), которая может за-
даваться либо аналитически (выражением), либо таблично (матрицей). 

Величина выигрыша зависит от стратегии, применяемой игроком. Стратегия — это совокуп-
ность правил, однозначно определяющих последовательность действий игрока в каждой конкретной 
ситуации, складывающейся в процессе игры. Всякая игра состоит из отдельных партий. Партией на-
зывают каждый вариант реализации игры определенным образом. В свою очередь, в партии игроки 
совершают конкретные ходы. Ход — это выбор и реализация игроком одного из допустимых вариан-
тов поведения. Ходы бывают личные и случайные. При личном ходе игрок самостоятельно и осо-
знанно выбирает и реализует ту или иную чистую стратегию. При случайном ходе выбор чистой 
стратегии производится с использованием какого-либо механизма случайного выбора, например, с 
применением таблицы случайных чисел. 

Важными являются понятия оптимальной стратегии, цены игры, среднего выигрыша. Эти поня-
тия находят отражение в определении решения игры: стратегии *P  и *Q  первого и второго игрока 
соответственно называются их оптимальными стратегиями, а число V  — ценой игры, если для лю-
бых стратегий P  первого игрока и любых стратегий Q  второго игрока выполняются неравенства 

 * *( , ) ( , ),M P Q V M P Q   (1) 
где ( , )M P Q  означает математическое ожидание выигрыша (средний выигрыш) первого игрока, если 
первым и вторым игроками избраны соответственно стратегии P  и Q . 

Из неравенств (1) следует, в частности, что * *( , ),V M P Q  т.е. цена игры равна математическо-
му ожиданию выигрыша первого игрока, если оба игрока изберут оптимальные для себя стратегии [6; 
327–328]. 

Конфликтные ситуации, встречающиеся в практике, порождают различные виды игр. Классифи-
цировать игры можно по разным признакам. Различают, например, игры по количеству игроков. В 
игре может участвовать любое конечное число игроков. Если при этом игроки объединяются, напри-
мер, в две группы, преследующие противоположные цели, то имеет место игра двух «лиц» (парная 
игра). В зависимости от количества стратегий в игре они делятся на конечные или бесконечные. В 
зависимости от взаимоотношений участников различают игры бескоалиционные (участники не име-
ют права заключать соглашения), или некооперативные, и коалиционные, или кооперативные. По 
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характеру выигрышей игры делятся на игры с нулевой и ненулевой суммой. В первых общий капитал 
игроков не меняется, а лишь перераспределяется в ходе игры, в связи с чем сумма выигрышей равна 
нулю (проигрыш принимается как отрицательный выигрыш). В играх с ненулевой суммой сумма вы-
игрышей отлична от нуля. По виду функции выигрыша игры делятся на матричные, биматричные, 
непрерывные, выпуклые, сепарабельные и др. В матричных играх (при двух участниках) выигрыши 
первого игрока задаются матрицей, в биматричных выигрыши каждого игрока задаются своей матри-
цей. Другие типы таких игр различаются видом аналитического выражения платежной функции. По 
количеству ходов игры делятся на одноходовые (выигрыш распределяется после одного хода каждо-
го игрока) и многоходовые (выигрыш распределяется после нескольких ходов). Многоходовые игры, 
в свою очередь, делятся на позиционные, стохастические, дифференциальные и др. В зависимости от 
объема имеющейся информации различают игры с полной и неполной информацией [7; 59]. 

Для формулировки задачи в игровой постановке необходимо реализовать следующие этапы [8; 138]. 
1-й этап. Определение участников игры (игроков). 
На этом этапе анализируется условие задачи и делается попытка выделить участников игры, а 

также определить суть конфликта, который возникает между ними. 
2-й этап. Определение стратегий игроков. 
Определение стратегий игроков — процесс во многом неформальный. Чтобы выделить страте-

гии, необходимо сформулировать конечные цели игроков и найти пути достижения этих целей. В 
матричных играх с нулевой суммой цели игроков прямо противоположны. 

3-й этап. Определение выигрышей игроков при использовании каждой стратегии. 
Выигрыши (платежи) обязательно должны иметь количественное выражение. Выигрыши явля-

ются показателями степени достижения целей соответствующего игрока. Выигрыши определяются 
при сочетании различных стратегий игроков. 

4-й этап. Представление матрицы выигрышей (платежей) в нормальной форме. 
Представление осуществляется путем внесения найденных значений выигрышей (платежей) в 

матрицу. 
Теория игр впервые была систематически изложена Дж. фон Нейманом и О. Моргенштерном в 

1944 г., хотя отдельные результаты были опубликованы еще в 20-х годах прошлого столетия. Нейман 
и Моргенштерн написали оригинальную книгу [9], которая содержит главным образом экономиче-
ские примеры, поскольку экономическому конфликту легче всего придать численную форму. Во 
время Второй мировой войны и сразу после нее теорией игр серьезно заинтересовались военные, ко-
торые увидели в ней аппарат для исследования стратегических решений. Затем главное внимание 
снова стало уделяться экономическим проблемам. Сейчас ведется большая работа, направленная на 
расширение сферы применения теории игр [10–12]. 

Известно, что в реальных конфликтных ситуациях каждый из игроков сознательно стремится 
найти наилучшее для себя поведение, имея общее представление о множестве допустимых для парт-
нера ответных действий, но не ведая о том, какое же конкретное решение будет выбрано им в данный 
момент. В этом проявляется в равной мере неопределенность ситуации для каждого из партнеров. 
Игры, в которых участники стремятся добиться для себя наилучшего результата, сознательно выби-
рая допустимые правилами игры способы действий, называют иногда стратегическими [13; 7–8]. 

Однако в экономической практике нередко приходится формализовать (моделировать) ситуации, 
придавая им игровую схему, в которых один из участников безразличен к результату игры. Такие иг-
ры называют играми с природой, понимая под термином «природа» всю совокупность внешних об-
стоятельств, в которых сознательному игроку (его называют иногда «статистиком», а соответствую-
щую игру — статистической) приходится принимать решение. 

В играх с природой степень неопределенности для сознательного игрока (статистика) возраста-
ет: если в стратегических играх каждый из участников постоянно ожидает наихудшего для себя от-
ветного действия партнера, то в статистических играх «природа», будучи индифферентной в отноше-
нии выигрыша инстанцией, может предпринимать и такие ответные действия (будем говорить: реа-
лизовать такие состояния), которые ей совершенно невыгодны, а выгодны сознательному игроку 
(статистику) [7; 60]. 

В качестве классического примера игры с природой можно рассматривать задачу разработки ме-
сторождений полезных ископаемых. Допустим, что в некотором районе нашей республики были от-
крыты новые месторождения минерального сырья (например, угля, урана или руды) и нужно решить, 
разрабатывать их или нет. Разработка требует строительства шахт. Решение зависит от эффективно-
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сти месторождений, которая, в свою очередь, зависит от глубины залегания месторождений (разра-
ботка глубоких залежей неэффективна). 

Пусть множеством решений будет  1 2,A a a , где а1 соответствует решению о разработке ме-

сторождения, а а2 — решению об отказе от разработки. Отметим, что геологические исследования, 
приведшие к открытию этого месторождения, не дали однозначной геологической карты. 

Пусть неизвестное истинное расположение пластов будет соответствующим состоянием приро-
ды. Множество таких состояний природы обозначим через  1 2 3, ,     , где 1  означает, что ме-

сторождения находятся на благоприятной для разработки малой глубине; 2  означает, что пласты 

располагаются как на большой, так и на малой глубине; наконец, 3  означает, что месторождения 

расположены в основном на большой глубине. Расчет экономической эффективности разработки ме-
сторождений для различной глубины залегания пластов дал следующие показатели эффективности 

 ,W a  решений: 

 
  

A  
1  2  3  

а1 
а2 

100 
0 

30 
0 

–30 
0 

 
Отрицательное значение экономической эффективности (–30) означает, что разработка глубоких 

пластов неэффективна и дает убыток в размере 30 млн. долл. США. 
Отказ от разработки связан с нулевой эффективностью. Для рассматриваемой задачи можно 

уменьшить полную неопределенность и с помощью дополнительной статистической информации 
преобразовать ее в задачу принятия решения в условиях риска. Действительно, перед принятием ре-
шения можно осуществить некоторые дополнительные геологические исследования (например, по-
исковое бурение или сейсморазведка), которые помогут приблизительно определить среднюю глуби-
ну залегания пластов. Затраты такого поискового бурения в нескольких местах снизили бы экономи-
ческую эффективность решения о разработке месторождения, но достигаемое при этом снижение не-
определенности состояния природы θ оказывается оправданным в статистических задачах принятия 
решений. 

Допустим, что результаты дополнительного эксперимента образуют множество  1 2 3, ,X x x x , 

где x1 означает, что дополнительные поисковые исследования показали, что средняя глубина пластов 
ископаемых мала; x2 соответствует умеренной (не слишком высокой и не слишком низкой) средней 
глубине залегания пластов; наконец, x3 соответствует большой глубине залегания пластов минералов. 
Понятно, что с учетом сложной геологической структуры пластов эти поисковые исследования не 
могут дать безошибочных результатов. Предположим, что, принимая во внимание опыт группы гео-
логов, проводивших пробную добычу, можно оценить условные вероятности получения отдельных 
результатов ix X  для соответствующих состояний природы  : 

 
 
 

1 1

2 1

3 1

0,7;

0,2;

0,1;

P x

P x

P x

 

 

 

  

 
 
 

1 2

2 2

3 2

0,3;

0,5;

0,2;

P x

P x

P x

 

 

 

 

 
 
 

1 3

2 3

3 3

0,1;

0,2;

0,7.

P x

P x

P x

 

 

 

   (2) 

Благодаря дополнительной информации можно преобразовать задачу принятия решения в усло-
виях полной неопределенности в задачу в условиях риска. Другими словами, стратегическую игру 
( , , )A W  можно заменить статистической игрой  , ,D R , где   будет множеством стратегий игро-

ка I, D  — множеством стратегий игрока II (статистика), т.е. множеством функций решений d , ото-
бражающих множество X  в множество решений A . Функцией платежей в этой статистической игре 

будет обычная функция риска    , ,R d E L a      , где функция потерь принимает значения, равные 

   , ,L a W a    . Эти значения приводятся в таблице: 
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a
  

1a  2a  

θ1 
θ2 
θ3 

–100 
–30 
30 

0 
0 
0 

 
Поскольку множество результатов эксперимента X  включает три элемента, а множество реше-

ний A  содержит два элемента, число нерандомизированных функций решений d D  составит 23 =8. 
Выпишем их в таблицу: 
 

           d  
x  

1d  2d  3d  4d  5d  6d  7d  8d  

1

2

3

x

x

x

 
1

1

1

a

a

a

 
1

1

2

a

a

a

 
1

2

1

a

a

a

 
2

1

1

a

a

a

 
2

2

1

a

a

a

 
2

1

2

a

a

a

 
1

2

2

a

a

a

 
2

2

2

a

a

a

 

 
Учитывая приведенные ранее распределения вероятностей результатов x X  для отдельных со-

стояний природы, можно рассчитать для функций решений d D  средние значения функции потерь 

 ,L a  или значения функции риска ( , )R d . Выпишем эти значения в таблицу: 

 
           d  

  
1d  2d  3d  4d  5d  6d  7d  8d  

θ1 
θ2 
θ3 

–100 
–30 
30 

–90 
–24 

9 

–80 
–15 
24 

–30 
–21 
27 

–10 
–6 
21 

–20 
–15 

6 

–70 
–9 
3 

0 
0 
0 

 
Отметим, что эта матрица имеет седловую точку, равную нулю, что означает, что минимаксной 

функцией решения будет d8. Очевидно, что это не будет разумной стратегией, так как с учетом чрез-
мерной осторожности она всегда предполагает принятие решения a2, т.е. не разрабатывать месторож-
дение. Оптимальной стратегией статистика, представляющего добывающую промышленность, будет 
байесовская функция решения. На основе исходных геологических исследований, приведших к от-
крытию месторождения, или с помощью дополнительных исследований можно принять разумное 
априорное распределение состояний природы  . Предположим, что на основе геологических иссле-
дований можно принять следующее распределение  : 

1( ) 0,2;P    2( ) 0,5;P    3( ) 0,3.P      (3) 
Оптимальную байесовскую функцию решения можно определить, минимизируя байесовские 

риски с учетом априорного распределения ( , )r d . Вычисляя байесовские риски ( , )r d , получим: 

 1

2

( , ) ( 100) 0,2 ( 30) 0,5 30 0,3 26;

( , ) ( 90) 0,2 ( 24) 0,5 9 0,3 27,3;

r d

r d

          
          

 

 
3

4

5

( , ) 16,3;

( , ) 8,4;

( , ) 1,3;

r d

r d

r d

  
  
 

   
6

7

8

( , ) 9,7;

( , ) 17,6;

( , ) 0.

r d

r d

r d

  
  
 

 (4) 

Сравнивая значения байесовского риска, устанавливаем, что 
 2( , ) 27,3 min ( , ).

d D
r d r d


      (5) 

Полученный результат означает, что оптимальной байесовской стратегией статистика в стати-
стической игре ( , , )D R , моделирующей проблему эксплуатации обнаруженных месторождений, 

будет функция решения 2d , определяемая как 2 1 1 2 2 1( ) ; ( )d x a d x a   и 2 3 2( )d x a . 
Следовательно, оптимальной стратегией руководства добывающей промышленности будет ре-

шение a1 об эксплуатации новых месторождений, когда дополнительные геологические исследования 
дают результат x1 (малая глубина залегания пластов) или x2 (в среднем умеренная глубина). Если, од-
нако, геологические исследования дают результат x3 (в среднем глубокое залегание пластов), то оп-
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тимальной стратегией будет решение a2 о неразработке новых месторождений ввиду ее экономиче-
ской неэффективности. 

Обобщая сказанное выше применительно к связи горно-промышленной деятельности человека с 
окружающей средой, можно отметить, что каждый из двух отмеченных участников «игры» последо-
вательно реагирует на действия другого ответным ходом, целью которого каждый раз является пога-
шение неблагоприятных для тебя результатов очередных действий партнера. 

Такая модель взаимодействий выглядит следующим образом: 
 наличные природные условия оказывают влияние на технико-экономические показатели гор-
ного предприятия; 

 человек предпринимает ответные действия для снижения отрицательной части этих влияний; 
 добычные работы горного предприятия оказывают неблагоприятное воздействие на окружаю-
щую природную среду; 

 эти изменения природной среды, в свою очередь, отрицательно сказываются на здоровье и ка-
честве жизни человека; 

 человек изыскивает средства по снижению либо недопущению этих неблагоприятных для него 
изменений природной среды. 

Таким образом, связь горно-промышленной деятельности человека с окружающей средой рас-
сматривается как их обоюдное активное взаимодействие: будучи зависимым в своей деятельности от 
природы, человек одновременно оказывает на нее свое воздействие, а его результаты позднее вновь 
ощущает на себе. 

Данная методологическая схема служит полезным инструментом выявления и устранения воз-
можных «горячих точек» программы и действий по недопущению экологически опасных ситуаций 
[2; 33]. 

Ключевым требованием понятия «экологическая безопасность» является сохранение устойчиво 
безопасного состояния системы на протяжении достаточно длительного перспективного периода. 
При этом важным условием устойчивой экологической безопасности и экономической эффективно-
сти производства является разумное сочетание интересов нынешнего и последующих поколений че-
ловечества. 

Нынешнее поколение не вправе, экономя средства, необходимые для борьбы с отходами и про-
чими загрязнителями воздушного и водного бассейнов, оставить своим наследникам запредельно за-
грязненные воздух и воду. Не вправе оно и допускать неограниченно большие потери запасов мине-
рального сырья в недрах. 

Отмеченное выше особенно актуально для отраслей минерально-сырьевого комплекса. 
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Р.С.Кəренов 

Ойындар теориясы математикалық аппаратының көмегімен адамның  
табиғатпен іс-əрекетін жəне пайдалы қазбалар кен орындарын  

игеруді модельдеу 

Қазақстанда кен өндірісі қалдықтарымен қоршаған ортаны ластау мəселелерінің шиеленісу себептері 
анықталған. Өндіріс барысындағы адамның табиғи ортамен бірізділікпен өзара əрекеттесу тəртібі 
ашылып көрсетілген. Адамның кен өнеркəсібі қызметінің қоршаған ортамен байланысын айқындауда 
ойындар теориясы принциптеріне негізделген модельді қолдануға болатындығы ұсынылған. Ойындар 
теориясы математикалық аппаратын қолдану арқылы пайдалы қазбалар кен орындарын игеру 
міндеттерін шешу алгоритмі алынған. Кен өнеркəсібінде экологиялық-экономикалық шешімдер 
қабылдауда ойындар теориясын пайдалану мүмкіндігінің кең ауқымдылығы көрсетілген. 

 

R.S.Karenov 

Modelling of interaction of the person with the nature  
and workings out of mineral deposits by means  

of a mathematical apparatus of the theory of games 

The reasons of an aggravation of a problem of environmental contamination with a waste of mountain manu-
facture in Kazakhstan are allocated. The sequence of interaction of the person with an environment reveals 
during manufacture. At revealing of communication of mining activity of the person with environment it is 
recommended to be guided by model of interactions of the nature and the person, the theory of games based 
on principles. The algorithm of the decision of a problem of working out of mineral deposits with application 
of a mathematical apparatus of the theory of games is given. The wide range of possibilities of use of the the-
ory of games is shown at acceptance of ekologo-economic decisions in a mining industry. 
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Восстановление параметров нефтяного пласта  
для задачи многофазной фильтрации 

Отмечено, что большой интерес представляют задачи восстановления параметров пласта, исходя из 
их заданных измеренных величин в отдельных точках, на скважинах пласта. В работе рассмотрена за-
дача нахождения параметров нефтяного пласта, а именно коэффициентов проницаемости и пористо-
сти для задачи двухфазной фильтрации модели Маскета-Леверетта. Предложен вычислительный ал-
горитм для определения данных фильтрационных характеристик пласта. 

Ключевые слова: модель Маскета-Леверетта, месторождение, двухфазная модель, гидродинамический 
анализ, нефтяной пласт, разностные уравнения. 

 
Постановка задачи. Для принятия решения по эффективной разработке месторождения необ-

ходимо знать состояние комплекса геолого-промысловых данных, к которым относятся такие пара-
метры, как проницаемость, гидропроводность пласта. Поэтому большой интерес представляют зада-
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нефтяной пласт 

чи восстановления данных параметров исходя из их заданных измеренных величин в отдельных точ-
ках пласта, на скважинах пласта и задачи по обработке и анализу геолого-промысловых данных неф-
тяного месторождения [1–6]. 

Возросшие возможности вычислительной техники позволяют удешевить и ускорить проведение 
экспериментальных исследований и автоматизировать исследуемый процесс. Поэтому разработка 
эффективных алгоритмов решения задач восстановления параметров нефтяных залежей и задач по 
обработке и анализу геолого-промысловых данных, позволяющих значительно упростить инженер-
ные экспериментальные исследования и повысить точность получаемых результатов, является акту-
альной на сегодняшний день. 

Учитывая сказанное выше, в данной работе рассматриваются задачи по восстановлению 
геолого-физических параметров пласта, такие как проницаемость, пористость. 

Приведем физическую постановку одномерной двухфазной задачи вытеснения нефти водой (мо-
дель Маскета-Леверетта). 

Имеется нефтяной пласт длины l, на левом конце которого 0x   находится нагнетательная 
скважина, а на правом конце x l  — добывающая скважина. На нагнетательной скважине закачива-
ем воду (рис.). Считаем две фазы — вода и нефть — несжимаемыми. Процесс описывает вытеснение 
нефти водой или, как говорят, происходит фронтальное вытеснение нефти водой из пласта. Будем 
считать давления нефти и воды неравными друг другу. Такая модель с учетом капиллярных сил на-
зывается моделью Маскета-Леверетта. Она лежит в основе гидродинамического анализа разработки 
нефтяных месторождений [1]. Ставится обратная задача по восстановлению ( )k x  — проницаемости 
и ( )m x  — пористости нефтяного пласта соответственно. Система уравнений двухфазной модели в 

области (0 , 0 )x l t T     имеет следующий вид: 

 0B Bs w
m

t x

 
 

 
, (1) 

 0H Hs w
m

t x

 
 

 
, (2) 

где (1), (2) — законы сохранения массы для воды и нефти соответственно. 
 
 
 
 
 
       0           l          X  

Рисунок. Нефтяной пласт 

Скорости фильтрации воды и нефти (закон Дарси для каждой фазы) имеют следующие виды: 

 B B
B

B

f p
w k

x


 

 
, (3) 

 H H
H

H

f p
w k

x


 

 
, (4) 

 1B Hs s  , (5) 

( )H B k Bp p p s  . 
Обозначения следующие: ,k m  — проницаемость и пористость пласта. Неизвестными считаются 
функции проницаемости ( )k x  и пористости ( )m x  соответственно, которые нужно определить. Здесь 

,H Bp s  — соответственно давление нефти и насыщенность воды; ( ),  ( )B B B H H Bf f s f f s   — относи-

тельные фазовые проницаемости, экспериментально измеряемые функции, ,B H   — соответственно 
вязкости воды и нефти — постоянные величины. 
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В дальнейшем для удобства вычислений преобразуем нашу систему, т.е., используя соотноше-

ние (5), сложим уравнение (1) и (2) и получим: ( ) 0B Hw w
x


 


. Таким образом, система принимает 

следующий вид в области (0 , 0 )x l t T    : 

 0,B Bs w
m

t x

 
 

 
 (6) 

 ( ) 0.B Hw w
x


 


 (7) 

Введем следующие обозначения: 

,  ,   ( ) B H
B H

B H

f f
s s p p F s

 
      

, ( ) kB

B B

pf
G s

s


 

 
 

0k

B

p

s

 
  

, ( ) B

B

f
I s 


,

1
r

m
 . 

Подставив соотношения (3), (4) в (6), (7), получаем, что система будет иметь следующий вид: 

 ( ) ( )
s s p

r kG s r kI s
t x x x x

                  
,      (0 , 0 ),x l t T     (8) 

 ( ) ( ) .
p s

kF s kG s
x x x x

                
 (9) 

Начальное условие для насыщенности воды имеет следующий вид: 
 0

0
( )

t
s s x


 ,  0 x l  . 

На левой границе ставятся условия для насыщенности воды и давления нефти соответственно: 

 1
0

( ) ( )
x

s
kG s t

x 


 


, 1

0

( ) ( )
x

p
kI s t

x 


 


, 0 t T  . 

На правой границе ставятся аналогичные условия: 

 1( ) ( )
x l

s
kG s t

x 


 


, 2

0

( ) ( )
x

p
kF s t

x 


 


, 0 t T  . 

Дополнительно ставятся условия для давления пласта и насыщенности воды: 
 1( )

x l
p f t


 , 20

( )
x

s f t

 , 0 t T  . 

Целевой функционал имеет следующий вид: 

 2 2
1 2

0 0

( , ) [ ( , , , ) ( )] [ (0, , , ) ( )]
T T

J r k p l t r k f t dt s t r k f t dt     . 

Неизвестными считаются функция проницаемости ( )k x  и функция от коэффициента пористости 

( )r x , которые нужно определить. 
В дальнейшем для получения градиента функционала нам нужно иметь сопряженную систему. 

Система уравнений для вариаций имеет следующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
s s

s r kG s s r kI s p r kG s kG s s
t x x x x x x x

                                      

( ) ( ) ( ) ( )
p p s p

r kI s kI s s r kG s r kI s
x x x x x x x

                                  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p p s s

kF s p kG s s kF s kF s s kG s kG s s
x x x x x x x x x x x x

                                                                  
. 

Начальные и граничные условия имеют следующий вид: 
( ,0, , ) 0s x n q  , 

0 0

( )
( ) ( ) ( )

x x

p p p
kI s kI s kI s s

x x x 

            
, 
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'

0 0

( )
( ) ( ) ( )

x x

s s s
kG s kG s kG s s

x x x 

            
, 

'( )
( ) ( ) ( )

x l x l

p p p
kF s kF s kF s s

x x x 

            
, 

'( )
( ) ( ) ( )

x l x l

s s s
kG s kG s kG s s

x x x 

            
. 

Сопряженная система имеет следующий вид: 

( ) ( )
s p

rq G s I s
t x x x

             
 

 
φ θ θ

( ) ( ) ( ) ( ) ;
p s

r kG s kG s k F s G s
x x x x x x x

                               
 (10) 

 
θ φ

( ) ( ) .kF s r kI s
x x x x

                
 (11) 

Начальное условие имеет вид 
0

t T
  . 

Граничные условия имеют следующий вид: 

0
0

x
  ,   1( ) ( ) 2[ ( , , , ) ( )]

x l

k F s I s p l t r k f t
x 

      
, 

2

0

( )
( ) 1 2[ (0, , , ) ( )]

( )
x

I s
rkG s s t r k f t

F s x


   
       

, φ 0.
x l

  

Градиент функционала равен: 

0

φ θ
( ) ( ) ( ) ( ) ,

T

k

s p p s
J r G s I s F s G s dt

x x x x x x

                          
  

0

( ) ( ) φ .
T

r

s p
J kG s kI s dt

x x x x

                     
  

Численный алгоритм. Для расчетной области 0 x l  , 0 t T   вводятся следующие нерав-
номерные разностные сетки как по пространственной переменной, так и по временной переменной: 

1i i ix x h   , 0,...,i N , 0 0t  , 1n n nt t t    , 0,...,n M , 0t  const ( 0t  — задаваемый начальный 
шаг). 

Уравнения (8), (9) аппроксимируются следующими разностными уравнениями: 

 
1 1 1 1 1

1 11 1
1/2 1/2

1

1n n n n n n
n ni i i i i i

i i in
i i i

s s s s s s
r a a

t h h

    
  
 



      
           

; (12) 

 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 11 1 1 1
1/2 1/2 1/2 1/2

1 1

1 1
.

n n n n n n n n
n n n ni i i i i i i i
i i i i

i i i i i i

p p p p s s s s
b b a a

h h h h

       
      
   

 

             
                           

 (13) 

Здесь  1 1 1
1/2 1 1

1
( ( ) ( )

2
n n n
i i i i ia k G s k G s  
    ,  1 1 1

-1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ia k G s k G s  

   , 

 1 1 1
1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ib k F s k F s  
    ,  1 1 1

-1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ib k F s k F s  

   . 

Сопряженную систему (10), (11) будем аппроксимировать следующим образом: 

 
1

1 1

1

( ) 1 1
( ) ( )

2 2

n n n n n n
n n n ni i i i i i
i i i in

i i

g g g g
t h h


 



         
            

 

 1 1
1/2 1/2

1

1 n n n n
n ni i i i

i i i
i i i

r a a
h h

 
 



        
           

1 1
1/2 1/2

1

1 n n n n
n ni i i i
i i

i i i

a a
h h

 
 



         
          

 (14) 
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   1 1

1

1 1

2 2

n n n n
n n n ni i i i
i i i i

i i

e e e e
h h

 



        
      

   
; 

 1 1 1 1
1/2 1/2 1/2 1/2

1 1

θ θ θ θ φ φ φ φ1
.

n n n n n n n n
n n n ni i i i i i i i i
i i i i

i i i i i i

r
b b c c

h h h h
   

   
 

             
                           

 (15) 

Здесь  1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ic k I s k I s    ,  -1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ic k I s k I s   , 

( ) ( )
n

n
i

i

s p
g nq G s I s

x x

          
, ( ) ( )

n

n
i

i

p s
e q F s G s

x x

          
. 

Системы уравнений (12)–(13) и (14)–(15) являются нелинейными, будем их решать одним из 
итерационных методов, предварительно линеаризуя нелинейные члены [7, 8]. Минимизирующиеся 
последовательности строятся следующим образом: 

( 1) ( ) ( )( ) ( )p p n p
kk x k x J     , 

( 1) ( ) ( )( ) ( )p p n p
rr x r x J    , 

где 

( )

0

( ) ( ) ( ) ( )
T

p
k

s p p s
J r G s I s F s G s dt

x x x x x x

                          
 , 

( )

0

( ) ( )
T

p
r

s p
J kG s kI s dt

x x x x

                      
 . 

Здесь p  — номер итерации, 0,1, 2, ...p  . Коэффициенты n , n  для построения минимизирующихся 
последовательностей находятся одним из методов, приведенных в [9]. На основе предложенного ал-
горитма производится тестирование данных и анализ расчетов. Приводятся практические рекоменда-
ции для специалистов нефтяной отрасли. 
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М.Ж.Мүкімбеков, Ж.О.Оралбекова 

Көпфазалық сүзгілеу есебі үшін мұнай қабатының параметрлерін  
қалпына келтіру 

Қабат ұңғымаларының жеке нүктелерінде параметрлердің берілген өлшенген шамаларына сүйене 
отырып, қабат параметрлерін қалпына келтіру есебі үлкен қызығушылық танытып отыр. Мақалада 
мұнай қабатының параметрлерін табу есебі, дəлірек айтқанда, Маскет-Леверетт моделінің екіфазалық 
сүзілу есебі үшін өтімділік жəне қуыстық коэффициенттерін табу есебі қарастырылды. Қабаттың 
сүзілу сипаттамаларының мəліметтерін анықтауға арналған есептеу алгоритмі ұсынылды. 
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M.Zh.Mukimbekov, Zh.O.Oralbekova 

Recovery of oil stratum parameters for multiphase filtration problem 

The important interest is the problems of stratum parameters recovery by given measurable values in separate 
points, in wells of stratum. In this work the problem of find of oil stratum parameters, namely coefficient of 
permeability and porosity for two-phase filtration of Masket-Leverett model is considered. Numerical algo-
rithm for definition of given filtration characteristics is offered. 

 
 
 
 
 

УДК 517.956 /518.68 

М.Б.Мұратбеков1, А.Біргебаев2, А.В.Тучин1, Ж.А.Серікбаев3 
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3Тараз инновациялық-гуманитарлық университеті  

О спектральных свойствах одного класса дифференциальных операторов 
высокого порядка с операторными коэффициентами 

В пространстве Н1 являющемся пополнением 0 ( , ),C R H  где H сепарабельное гильбертово простран-

ство, по норме 
1

, , ,H Hu v u v dt




      исследован дифференциальный оператор 

(2 )( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ,m mLu u y k y Au ia y A u c y u      где A положительно определенный самосопряженный 
оператор в пространстве H. Оператор L допускает замыкание в смысле пространства H1. При условиях  

0( ) 0,a y     ( ) 0,c y     ( ), ( ).a y c y  непрерывные функции получен критерий дискретности спек-

тра оператора L. В дальнейшем получены условия на коэффициенты, при которых непрерывный 
спектр оператора L, будет не пуст.  

Ключевые слова: сепарабельное гильбертово пространство, оператор, замыкание, дискретный спектр, 
компакт, слабая сходимость, непрерывность, норма. 

 
Формулировка основных результатов. Пусть H  — сепарабельное гильбертово пространство. 

Обозначим через 0 ( , )C R H  множество бесконечно гладких финитных функций, определенных на 

),( R  со значением в H . 
Рассмотрим дифференциальный оператор 

 uycuAyiaAuykyuLu mm )()()()()1( )2(   , (1) 

где ),()( 0 HRCyu  , A  — положительно определенный самосопряженный оператор в гильбертовом 

пространстве H  с вполне непрерывной резольвентой, ]1,
2

1
[ , )( yk  — кусочно-непрерывная и ог-

раниченная функция в R , 0)0( k  и 0)( yyk  при 0y . 
Пусть выполнено условие: 
i) 0)( 0 ya , 0)( yc  — непрерывные функции в R . 

Нетрудно показать, что оператор (1) допускает замыкание в смысле 1,H  и его замыкание также 

будем обозначать через L . Здесь 1H  — гильбертово пространство, полученное пополнением множе-

ства ),(0 HRC  по норме, порожденной скалярным произведением 




 dtvuvu HH ,,
1

. 

Справедливы следующие теоремы. 
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Теорема 1. Пусть выполнено условие i), и )(yc — ограниченная функция, и пусть 0  являет-
ся собственным значением оператора A  с конечной кратностью. Тогда непрерывный спектр операто-
ра L  не пуст. 

Теорема 2. Пусть выполнено условие i). Тогда дискретный спектр оператора L  не пуст, если 
справедливо равенство 

 




y

y
y

dttc )(lim
||

. (2) 

Теорема 3. Пусть выполнено условие i), и пусть оператор A  положительно определенный, с 
вполне непрерывным обратным. Тогда спектр оператора L  дискретен, если и только если для любого 

0  

 




y

y
y

dttc )(lim
||

 (3) 

или 

 




y

y
y

dtta )(lim
||

. (4) 

Об одном одномерном дифференциальном операторе высокого порядка. Рассмотрим диф-

ференциальный оператор uycyulu mm )()()1( )2(  , первоначально определенный на )(0 RC , с даль-

нейшим замыканием этого оператора в пространстве )(2 RL . 
Справедливы следующие леммы. 
Лемма 1. Пусть выполнено условие i) и пусть )(yc  — ограниченная функция. Тогда спектр опе-

ратора l  чисто непрерывный. 

Доказательство. Обозначим через bl  оператор, определенный равенством buul mm
b  )2()1(  

на )(0 RC , где )(sup tcb
Rt

 . Оператор bl  в пространстве )(2 RL  допускает замыкание. В областях 

)(),( blDlD  задания операторов bll,  введем новые метрики, полагая, что 

 uluu
l

, ,  )(lDu ;  uulu blb
, ,  )( blDu , 

и замыкаем )(),( blDlD  в этих метриках. Полученные новые гильбертовы пространства обозначим 

bll HH , . Нетрудно видеть, что ll HH
b
  и 

ll
uu

b
 , будем считать, что llb  . Здесь l  и bl — поло-

жительные операторы. 
Из общих теорем компактности следует: если спектр оператора l дискретен, то спектр оператора 

bl  также дискретен; если спектр оператора bl  непрерывный, то спектр оператора l  также непрерыв-
ный. Известно из спектральной теории дифференциальных операторов следующее 

Утверждение. Спектр оператора bl  непрерывный. 

Вывод: Спектр оператора l  непрерывный. 
Лемма доказана. 

Рассмотрим оператор uycyaitytkuul mm
t ))()()(()1( )2(   , где )( tlDu . 

Лемма 2. Пусть выполнено условие i). Тогда справедлива оценка 

  22 2( )

2
( ) ( )m

tc l u u c y t a y u dy






      , (5) 

для всех )( tlDu , где 0c  — постоянное число, не зависящее от t , u . 

Доказательство. Здесь и дальше, не ограничивая общности, будем считать 1)( ya , 1)( yc . 

Рассмотрим скалярное произведение 

 
2 2( ), ( ( ) ( ) ( ))m

tl u u u tk y it a y c y u dy






        , (6) 

где )(0 RCu  . Отсюда, так как )(ya  не меняет знака, имеем: 
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 




 dyuyatuult
2

)(, . (7) 

Пользуясь неравенством Коши с 0,   из неравенства (7) находим: 

2

20
222

2

2

2 2

1
)(

2

1

22

1
utdyuyatuult






 



  . 

Из последнего неравенства, учитывая условие i) и  td , находим следующую оценку: 

 
2 2 2

2

1 1
( ) .

2ε 2tl u t a y u dy






   (8) 

Далее из равенства (6) следует, что 

 
2 2( ), ( ( ) ( ) ( ))m

tl u u u tk y it a y c y u dy






           

 
2 2( ) ( ( ) ( ))mu tk y c y u dy





        (9) 

 
2 2 2( ) ( ) ( )mu c y u dy t k y u dy

 

 

       . 

Здесь, учитывая условие Коши с 0 , несложно проверить, что 

  22 2 2( )

2

1 1
( ) ( )

2 2
m

tl u u c y u dy t k y u dy
 

 

  
   . (10) 

Пользуясь неравенством Коши – Буняковского и условием i), из неравенства (7) получаем, что 

 
2

2
2
0

22

2
utult  

. (11) 

Объединяя (10) и (11), находим: 

  22 2( )

2

1
( )

2
m

tc l u u c y u dy




  . (12) 

Из неравенств (8) и (12) имеем 
22 2( )

0 2
( , ) ( ( ) ( ) )m

tc l u u c y t a y u dy






        , где 0),( 0 c . 

Лемма 3. Пусть выполнено условие i). Тогда справедлива оценка 

 


 
2

2

2

1

t

c
lt , (13) 

где td 0 , 0c  не зависит от t , )1,
2

1
[ . 

Доказательство леммы 3 следует из леммы 2.2 [1]. 

Лемма 4. Пусть выполнено условие i). Тогда оператор 1
tl  вполне непрерывен, если и только ес-

ли справедливо равенство (2). 
Доказательство. Для доказательства используем метод, предложенный в работах [2, 3] для опе-

раторов смешанного типа. 
Необходимость. Пусть условие леммы 4 не выполнено. Тогда существует последовательность 

интервалов RyQ jd )(  таких, что cdttc
id yQ


)(

)(sup , где 0d , т.е. когда интервал )( jd yQ , сохраняя 

длину, уходит в бесконечность. Пусть ))0(()( 0 QCy  , и рассмотрим множество функций таких, что 

)()( ij yyyu  . Для этих функций нетрудно установить следующее неравенство: 

   cuycyaitytkyu j
m

j
m

2

)2( ))()()(()()1(  (14) 

при Nt 0 , где N  — конечное число, c  не зависит от j . Несложно проверить: из леммы 3 следу-

ет, что 01 
tl  при t . Последнее свойство учитывалось при доказательстве неравенства (14). 
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Из неравенства (14) видно, что )()( 2 RLyFj  , )()( idj yQyF supp  , где 

uycyaitytkuF m
j

m
j ))()()(()1( )2(   . Теперь нетрудно показать, что последовательность 

)}({ yFj  слабо сходится к нулю. Действительно, для любого )(2 RLv  

  




dyyvyFdyyvyFvyF
jd yQ

jjj

)(

)()()()(),(  

 

1/2 1/2 1/2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
d j d j d j

j

Q y Q y Q y

F y dy v y dy c v y dy
     
       
     
     
    (15) 

Очевидно, что 0)(
)(

2 
jd yQ

dyyv  при j , так как )(2 RLv . Отсюда и из (15) следует, что последо-

вательность 0)}({ yFj  слабо при j . Нетрудно проверить, что 

 0
2

 cu j . (16) 

Поскольку, если оператор 
1

tl  компактный, то последовательность }{ ju  должна сходиться к нулю в 

норме )(2 RL . А это в силу (16) невозможно. Необходимость доказана. 
Достаточность. Повторяя выкладки и рассуждения, использованные в подразделе 2 из [1], име-

ем ))(,()( 2
1 ycRLlR m

t  , где ))(,(2 ycRLm  — пополнение )(0 RC  по норме 

  
2

1/ 2
2 2( )

( , ( ))
( )m

m

L R c y
u u c y u dy





 
  
 
 . 

В силу результатов работ [2, 3] любое ограниченное множество в ))(,(2 ycRLm  компактно в )(2 RL , 
если и только если выполнено условие работы [3], т.е. 

 )(* yC  при y , (17) 

где })(:inf{)(
2

2

211* 




 

d
y

d
y

m dttcddyC . Отсюда следует, что нам достаточно показать эквивалентность 

условий (17) и (2). Пусть не выполнено (17), тогда существует последовательность точек ny , 

,...2,1,0n , и постоянные c  такие, что cyC n )(* . В силу равенства 




 
2

2

21 )(

n
n

n
n

d
y

d
y

m
n dttcd , которое следу-

ет из определения * ( ),C y  получаем, что существуют интервалы n , уходящие в бесконечность, со-

храняя длину, для которых 


1)( cdttc
n

. Последнее неравенство показывает, что условие (2) не 

выполнено. Обратно: пусть не выполнено условие (2). Тогда существуют некоторые непересекаю-

щиеся интервалы ,n сохраняя длину, уходящие в бесконечность. Из определения )(* yc  получаем, 

что cyc n )(* , где ny  — центр n . Это означает, что (17) не выполнено, следовательно, (2) и (17) 
эквивалентны. Достаточность леммы 4 доказана. 

Лемма 5. Пусть выполнено условие i), и пусть  td , 0d . Тогда оператор 1
tl вполне не-

прерывен, если и только если для любого 0  

 



dttc

y

y
y



)(lim
||

 (3) 
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или 

 




y

y
y

dtta )(lim
||

. (4) 

Доказательство. Заметим, что коэффициент при i )1( 2 i  ни при каких t не обращается в нуль, 
так как t меняется на интервале ),( d . Это означает, что при исследовании спектральных свойств 

оператора 1
tl  мы должны учитывать поведение обоих коэффициентов )(ya  и )(yc . Рассмотрим сна-

чала случай (3). В этом случае, повторяя рассуждения и выкладки, использованные при доказательст-
ве леммы 4, получим доказательство леммы 5. 

Рассмотрим случай (4). 
Необходимость. Для доказательства предположим от противного: пусть условия леммы не вы-

полняются. Тогда существует последовательность интервалов RyQ id )(  таких, что 

cdtya
id yQ


)(

)(sup , где 0d . Интервал )( id yQ , сохраняя длину, уходит в бесконечность. Пусть 

))0(()( 0 QCx  , и рассмотрим множество функций таких, что )()( jj yyyu  . Тогда нетрудно 

установить, что  cuycyaitytku j
m

j
m 2

2

)2( ))()()(()1(  , где c  — не зависит от j. Положим 

uycyaitytkuF m
j

m
j ))()()(()1( )2(   , )()( idj yQyF supp  . 

Отсюда видно, что )(yFj  слабо сходится к нулю. Доказательство необходимости завершается точно 

так же, как в лемме 4. 
Достаточность. Из результатов леммы 2 следует, что 

 )()( ,,2
1 RWlR m

cat  , (18) 

где )(,,2 RW m
ca  — пространство функций с нормой 

 

1/2

2 2( )
2, ,: [ ( ( ) ( )) ]m m

a cu W u a y c y u dy




 
   
 
 
 . 

Нетрудно проверить, что 

 )()( ,2,,2 RWRW m
a

m
ca  . (19) 

Действительно, пусть )()( ,,2 RWxu m
ca , тогда справедлива оценка 

 
2 22 2( ) ( )[ ( ) ] [ ( ( ) ( )) ]m mu a y u dy u a y c y u dy

 

 

     . 

Последняя оценка доказывает включение (19). Отсюда и из (18) имеем: 

 )()( ,2
1 RWlR m

at  . (20) 

Далее, из (20), используя рассуждения, аналогичные рассуждениям леммы 4, получим доказательство 
достаточности. 

Доказательство теорем о непрерывности и дискретности спектра 
Доказательство теоремы 1. Обозначим через }{ ne  полную ортонормированную систему собст-

венных векторов оператора A . Тогда для любого Hyu )(  справедливо равенство 

 





1

)()(
n

nn eyuyu , 





1

2

2

2
)()(

1
n

nH
yuyu . 

Непосредственно легко проверяются следующие равенства: 

 





1

)(
n

nnn eyuAu  ; 




 
1

)(
n

nnn eyuuA . 
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Отсюда видно, что разделение переменных в спектральной задаче uLu   приводит к следующим 
спектральным задачам: 

 )())()()(()()2( yuuycyiaykyu nnnn
m

n   , ,...3,2,1n  (21) 
Если   — точка спектра оператора L , то   является точкой спектра одного из операторов (20). И 
наоборот, если   — точка спектра одного из операторов (21), то   является точкой спектра операто-
ра L . Теперь, если воспользоваться предположением теоремы 1 о том, что 0  является собствен-
ным значением конечной кратности, то теорема 1 легко следует из леммы 1. 

Доказательство теоремы 2. Аналогично рассуждая и пользуясь леммой 2, получаем доказа-
тельство теоремы 2. 

Доказательство теоремы 3. В теореме 3 мы предполагали, что оператор A  — положительно 
определенный, самосопряженный, с вполне непрерывным обратным. С этим связано то обстоятельст-
во, что наименьшее собственное число этого оператора отлично от нуля. Теперь доказываемая теоре-
ма следует из леммы 4. 
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М.Б.Мұратбеков, A.Біргебаев, А.В.Тучин, Ж.С.Серікбаев 

Операторлы коэффициентті жоғары ретті дифференциалдық операторлардың 
бір класының спектралды қасиеттері туралы 

Мақалада  0 ,C R H  кеңістігінің толықтырылуы болатын 1H  кеңістігінде 
1

, ,H Hu v u v dt




      

нормасы бойынша H  сепарабельді гильберт кеңістігі болған жағдайда (2 )( 1) ( )m mLu u y    

( ) ( ) ( )k y Au ia y A u c y u    дифференциалдық операторы зерттелген, мұндағы A  операторы — H  

кеңістігіндегі оң анықталған жəне өз-өзіне түйіндес оператор. L  операторы 1H  кеңістігі мағынасында 

тұйықталады.   0 0a y v  ,   0c y v  ,  a y  жəне  c y — үзіліссіз функциялар шарттар негізінде 

L  операторының спектрінің дискреттілігінің критерийі алынған. L  операторының үзіліссіз спектрі 
бар болуы үшін коэффициенттерге шарттар табылған. 

 

M.B.Muratbekov, A.Birgebaev, A.V.Tuchin, Zh.S.Serikbaev 

About spectral properties of one class of differential operators of the high order  
with operational factors 

In space Н1 being replenishment  0 ,C R H , where H — separable Gilbert’s space, on norm 

1
, ,H Hu v u v dt





     , the differential operator (2 )( 1) ( )m mLu u y   ( ) ( ) ( )k y Au ia y A u c y u   is in-

vestigated, where A — positively certain self-interfaced operator in H . Operator's L  space supposes short 

circuit in sense of space 1H  is investigated. Under conditions,   0 0a y v  ,   0c y v  ,  a y  and 

 c y  continuous functions the criterion of step-type behavior of a spectrum of operator L  is received. Fur-

ther conditions on factors at which the continuous spectrum of operator L , will be not empty are received. 
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Оценки резольвент-корректных дифференциальных операторов на отрезке 

В работе выделены краевые условия, названные регулярными внутренне краевыми условиями по 
Биркгофу. Исследованы оценки резольвенты корректных дифференциальных операторов на отрезке, 
подчиненных таким условиям. Отмечено, что для наглядности все результаты иллюстрируются на не-
однородных дифференциальных уравнениях нечетного порядка с переменными коэффициентами на 
отрезке; аналогично исследуется и для четного порядка. В заключение приведены оценки резольвенты 
для неоднородного дифференциального уравнения нечетного порядка с переменными коэффициента-
ми на отрезке. Показано, что метод работы идейно близок к методам работы. 

Ключевые слова: оператор, Отелбаев, регулярные внутренне краевые условия, Биркгоф, асимптотика, 
резольвента, сопряженный оператор, спектр. 

 
1. Постановка задачи. В функциональном пространстве 2[0, ]L b  рассмотрим оператор 0L , по-

рожденный обыкновенным дифференциальным выражением 
 ( ) ( 2)

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
nl y y x p x y x p x y x        

и регулярными двухточечными краевыми условиями [1]: 

 
1 1

( ) ( )( ) ( )

0 0

( ) (0) (0) ( ) ( ) 0, 1,...,
j j

j j

k k
k k

j j j j jV y y y y b y b j n
 

 
 

 

          , 

 1 2 21 ... 0, .n j jn k k k k k        

Предполагаем, что коэффициенты ( )kp x  являются k  раз дифференцируемыми на  0,b  функ-

циями. Не умаляя общности, можно считать, что в пространстве 2[0, ]L b  существует ограниченный 

обратный оператор 1
0L . В работе [2] доказано следующее утверждение. 

Теорема (М.Отелбаев). а) При любом наборе функций  ( ), 1,...,j x j n   из пространства 

2[0, ]L b  внутренне краевой задаче 
 ( ) ( ), (0, ),l y f x x b   (1) 

 
0

( ) ( ) ( ) 0, 1,..., ,
b

j jV y l y x dx j n     (2) 

в пространстве 2[0, ]L b  соответствует оператор L , который имеет ограниченный обратный 1L . 
б) Пусть неоднородное уравнение (1) с некоторыми дополнительными условиями при любой 

правой части 2( ) [0, ]f x L b  имеет единственное решение ( )y x  в пространстве 1
2 [0, ]nW b , для которо-

го выполняется априорная оценка 
 

2 2[0, ] [0, ]L b L b
y c f . 

Тогда найдется единственный такой набор функции  ( ), 1,...,j x j n   из пространства 2[0, ]L b , что 

дополнительные условия эквивалентны условиям (2). Оператор соответствующей задаче (1)–(2) бу-
дем обозначать через L . 

В настоящей работе выделим такие  ( ), 1,...,j x j n   из пространства 2[0, ]L b , которые назовем 

регулярными внутренне краевыми условиями по Биркгофу, и исследуем оценки резольвенты опера-
торов L , подчиненных таким условиям. 

2. Регулярные внутренне краевые условия. Нам удобно рассмотреть интеграл 

0

( ) ( ) ( )
b

j jI y l y x dx   и преобразовать его следующим образом: 

 
2

( ) ( )

00 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
b bn

n k
j j k j

k

I y x x dx y x p x x dx




      
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Предполагаем, что ( )j x  представляет ( )jn k раз дифференцируемую функцию, причем 

 
( 1)(1)(0) (0) ... (0) 0,jn k

j j

         

 
( 1)(1)( ) ( ) ... ( ) 0.jn k

j jb b b
         

Тогда из формулы Лагранжа следует: 

  1 ( 1)( 1) ( 2) (1)

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( ) ( )jj k

bbb kn k n kn n
j j j jI y x x y x x y x x              

 +
2

( )` ( ) ( ) ( )

10 0

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )( ( ) ( ))j j j j j j

j

b bn
n k k n k k k k k k

j k j
k k

y x x dx y x p x x dx


   

 

        

 ( )( )`

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )(( 1) ( )
j

j j j

k b b
k n k n kk

k j j
k

y x p x x dx y x x 



        

 
12

( ) ( )

1 0

( 1) ( ( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) .
j

j j

j

j

kn
k k k k k

k j k j k j
k k k

p x x p x x dx y x p x x dx


 

  

         (3) 

Обозначим левую часть краевого условия через ( )jU y . Тогда с учетом соотношения (3) она 

примет вид 

 ( )
,

0 0

( ) ( ) ( ) ,
jk b

t
j j t j

t

U V y y x s x dx


   (4) 

где 

  2

,
1

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ( ) ( )) ( ) ( );jj j j

j j

j

n
k kn k n k k k

k j k j k j
k k

s x x p x x p x x


  

 

         

 , ( ) ( ), 0,..., 1.t j t j js p x x t k     (5) 

Определение 1. Внутренне краевые условия (2) назовем регулярными по Биркгофу, если гра-

ничные функции 1( ),..., ( )nx x   удовлетворяют требованиям 
( )

2( ) [0, ],jn k

j x W b
   

 
( 1)(1)(0) 0, (0) 0,..., (0) 0,jn k

j j j

        (6) 

 
( 1)(1)( ) 0, ( ) 0,..., ( ) 0.jn k

j j jb b b
        

Иначе говоря, краевые условия (2) являются регулярными по Биркгофу, если их можно записать 
в виде (4) с некоторыми функциями , ( )

jk js x  из пространства 2[0, ]L b . 

3. Асимптотика собственных значений. В регулярном случае можно найти асимптотику соб-
ственных значений оператора L . Известно, что искомые собственные значения являются нулями ха-
рактеристического определителя 

   , 1

( 1)

, 1

det ( ( , ))
,

det ( , )

n

j k j k

n

k k

U y x

y x





 


  


 (7) 

где 1 2( , ), ( , ),..., ( , )ny x y x y x   — произвольная фундаментальная система решений однородного урав-
нения ( ) 0, 0 .l y y x b      Удобно сначала разбить комплексную  -плоскость на конечное число 

секторов 1 2,..., nS S  и затем в каждом из указанных секторов выбрать фундаментальную систему ре-

шений 1( , ),..., ( , )ny x y x   уравнения ( ) 0nl y y   с асимптотикой: 

 ω ρ1 1 1( ,ρ) ω ρ [1], , 1,..., ,ρ ,k xs s s
k ky x e k s n S  

    (8) 

где 
1

1, [ ] ( ),n
k A A O     


. При этом в каждом секторе S  для чисел 1 2, ,..., n    существует 

индивидуальная нумерация такая, что 
      1 2Re ρω Re ρω ... Re ρω , ρ .n S     (9) 

Для конкретности подробно рассмотрим случай 2 1n    . Случай 2n    исследуется анало-
гично. Если 2 1n    , то выполняются неравенства 
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      1 2 1Re Re ... Re 0,        

      μ 1 μ 20 Re ρω Re ρω ... Re ρω .n      (10) 

Таким образом, при 2 1n     справедливы неравенства (9), (10), поэтому, аналогично тому, как это 
сделано в [1; 76–77], получаем: 

  ( ( , )) , ,j jk k

j kU y x k        

  ( ( , )) exp( ), ,j jk k

j k k jU y x b k         

    ( ( , )) ( exp( ) ) ,j jk k

jU y x b            (11) 

где   (1)A A O   при  . При выводе асимптотических соотношений (11) использовались пред-

ставления (4), (5) и неравенства (9), (10). Из соотношений (11) и (8) следует, что характеристический 
определитель    , определяемый по формуле (7), можно оценить следующим образом: 

 
1 21 2 ( ... )....

01 2 ... ( 1)
( ),

nnk k k

n

e b       

   


    


 

где 

  

         
         

         

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 2 2 1 2
0

1 1 1

( )

( )
.

( )n n n n n

bk k k k k
n

bk k k k k
n

bk k k k k
n n n n n n n

e

e

e








  


  


  

           

           
  

           

 

 

      

 

 

Таким образом, нули     асимптотически совпадают с нулями  0  . Аналогичные рассуж-

дения верны и в других секторах. Следовательно [1; 74], справедлива  
Теорема 1. Для собственных значений оператора L , соответствующих внутренней краевой за-

даче (1), (2), выполняется асимптотическое соотношение при m   

 
ln 1

( 2 ) 1 ,
2

n

n
m

n
m i O

m i m


              

 

где   — некоторые константы, если граничные функции 1( ),..., ( )nx x   удовлетворяют требованиям (6). 
4. Резольвента оператора. Оператор, соответствующий задаче (1), (2), здесь будем обозначать 

через L . Это сделано для того, чтобы подчеркнуть зависимость L  от набора граничных функций 

 ( ), 1,...,j x j n   из пространства 2[0, ]L b . При нулевом наборе граничных функций 0, 1,j j n   , 

соответствующий оператор обозначим через 0L . В таком случае справедлива  

Теорема 2. Для произвольного набора  ( ), 1,j x j n   из пространства 2[0, ]L b  резольвента опе-

ратора L  имеет представление 

 1 1 * * 1 1
0 0 0

1

( ) ( ) ( ) ( ) ; ( ) ( ) ( ),
n

L I f x L I f x f L L I L L I x   
    



               (12) 

где ,f g   — скалярное произведение  2 1[0, ], ( ),..., ( )nL b x x   — специальная фундаментальная 

система решений уравнения ( ) 0,l    с условиями ( ) ,j jV      *
0L  — сопряженный оператор. 

Доказательство теоремы 2. Правую часть соотношения  12  обозначим через  ,y x  . Введем 

обозначения: 
   1

0 0, ( ) ( ),y x L I f x     

 * * 1
0 0, ( ) , 1, .j jc f L L I j n       

Тогда 

 1
0

1

( , ) ( , ) ( ) ( ).
n

y x y x c L L I x
   



        
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Покажем, что  ,y x   является решением уравнения ( ) ( ).l y y f x    Непосредственное вычис-

ление подтверждает это: 

     1 1
0 0

1

( , ) , ( ) [ ( ( ) ( )) ( ) ( )]
n

l y x y x l y y c l L L I x L L I x 
      



                  

 1 1

1

( ) [ ( ) ( )) ( ) ( )] ( ).
n

f x c L L I x L L I x f x 
      



             

Теперь проверим выполнение краевых условий. Рассмотрим 

 1
0 0

1

( ( , )) ( ( , )) ( ( ) ( )) ( ( , ))
n

j j j jU y x U y x c U L L I x V y x
   



           

 1 1
0 0

1

( ) ( ); ( ( ( )) (( ) ( )))
n

j j jL L I f x c U x U L I x 
   



               

 0 1
1 0 0

1

( ) 0,
( ) ( ), ( ) ( ( ( )) ( ), )

(( ) ) 0

n
j

j j j
j

V y
L L I f x x c V x l

U L I


   
  


               

      

 1
0 0

1

( ) 0 ( ) ( ), ( ) ( ( )) ( ( ))
n

j j j jl L L I f x x c V x V x
    



                  

 1
0 0( ) ( ), ( ) 0.j jL L I f x x c          

Таким образом, теорема 2 полностью доказана. 
Замечание 1. В ходе доказательства теоремы 2 нами получено соотношение 

 1( ( ) )j jU L L I 
        . 

Замечание 2. Также из доказательства теоремы 2 видно, что функция 

1

1

( ) ( )
n

y L L I x D
   



    , где D  — произвольные константы, является решением однородного 

уравнения 
  ( ) 0,l y y x    (13) 

причем удовлетворяет условия ( ) .j jU y D  Таким образом, для произвольного решения уравнения 

(13) верно представление 1

1

( ) ( ) ( ) ( ).
n

y x L L I x U y
   



     

В частности, если 1( , ),..., ( , )ny x y x   — произвольная фундаментальная система решений урав-

нения  ( ) 0,l y y x    то  
 

1 ( , )
( ) ( ) , 1,..., ,k

k

x
L L I x k n
 

 
    

 
 где 

 ( ) det ( ) , ( , ) det ( , ).j k kU y x x          

Матрица ( , )k x   получается из матрицы ( ) ,jU y  если ее k -строку заменить на строку 

 1( , ),..., , .ny x y x      В результате правую часть соотношения (12) можно переписать в виде 

 

1
1 0

* * 1
1 1 1 1 0 0 1

* * 1
1 0 0

( , ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ; ( )( 1)
( ) ( )

( )

( ) ( ) ; ( )

n

n
n

n n n n

y x y x L I f x

U y U y f L L I
L I f x

U y U y f L L I











   

     
  

 

     




   



 (14) 

С другой стороны, известно [1; 47], что резольвента регулярной двухточечной задачи имеет 
представление 

 

1
1

1
1 1 1 1 1

0
0

1
1

( ,λ) ( ,λ) ( λ ) ( )

( ) ( ) (( λ ) ( ))( 1)
( λ ) ( ) ,

(λ)

( ) ( ) (( λ ) ( ))

n

n
n

n n n n

y x y x K I f x

V y V y V K I f x
L I f x

V y V y V K I f x











 







   


 (15) 
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где 

 1

0

( ) ( ) ( , , ) ( ) ,
b

K I f x g x t f t dt     

 
 

1 2
( 2) ( 2) ( 2)
1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1
( , , ) ,

2

( ) ( ) ( )

n
n n n

n

n

y x y x y x

y y y
g x t

W

y y y

    
  


  




   


 

причем знак «+», если ,x t  знак «–», если .x t  
Пусть 2 1n     и выбран конкретный сектор 0S в  -плоскости: 

 1

1 10 0

1 1
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

2 2

x xn

K I f x y x z t f t dt y x z t f t dt



   

 

            

 
1 1

1 1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .

2 2

b bn

x x

y x z t f t dt y x z t f t dt


   
 

         

Тогда предварительно 1-й, 2-й,…,  -й столбец умножим на 1

0

1
( , ) ( ) ,...,

2

b

z t f t dt
0

1
( , ) ( ) ,...,

2

b

z t f t dt   

 1  -й, …, n -й столбцы умножим на 1

0 0

1 1
( , ) ( ) , ..., ( , ) ( )

2 2

b b

nz t f t dt z t f t dt

   
      
   

   и затем приба-

вим к последнему столбцу. В этом случае элементами последнего столбца станут выражения: 

 0
1 10

1 1
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

2 2

x bn

x

P x y x z t f t dt y x z t f t dt


   
 

          

 
1 10

1 1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

2 2

x bn

x

y x z t f t dt y x z t f t dt


   
 

        ; (16) 

 0
1 00 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , 1,2,..., .
b bn n

j j jbP V y z t f t dt V y z t f t dt j n   
 

        

В результате из (15) имеем 

 

1

1

1 1 1

1

1

1

1 1 0

1 1 1 1 1 1 1

1 1
1

0

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( 1)
1

( )

n

n

n

n n n

b b
n

b b
nk k k

b b
n n n n n nk k k

n

k

y x y x e y x e y x P x

V y V y e V y e V y P

V y V y e V y e V y P

L I f x
V y







 
 

 
 

 
 



   

  

  
   
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Поскольку при 0, S  , 
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и их можно дифференцировать, то из последнего представления следует оценка убывания резольвен-

ты   1

0 ( )L I f x
   при 0, S  . Теперь получим окончательное представление резольвенты 

  1

0 ( )L I f x
  . 

Пусть 2 1n     и 1 2 1Re( ) Re( ) ...Re( ) 0Re( ) ...Re( )n           при 0S . Тогда 

правую часть соотношения (14) можно переписать в виде 
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Из последнего представления также следует оценка убывания резольвенты при 0, S  . 

Точно так же исследуется резольвента в других подсекторах и при четном n . Таким образом, доказана  
Теорема 3. Пусть граничные функции 1( ),..., ( )nx x   таковы, что справедливо (6). Тогда резоль-

вента оператора L  представляет интегральный оператор 

 1

0

( ) ( ) ( , , ) ( )
b

L I f x G x t f t dt
      

и его ядра ( , , )G x t   на окружностях ,kR   которые относят от спектра оператора L  на расстоя-

ния не меньше  , где 0  . Имеет место оценка 

 
1

( , , ) .
n

n

M
G x t  


 

Здесь M  не зависит от , ,x t  . Из полученной оценки ядра интегрального оператора стандартным об-
разом следуют теоремы о разложении, которые приведены в книге [1; 97–98]. Отметим, что при из-
ложении результатов данной статьи существенно было влияние работы А.А. Шкаликова [3]. 
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Д.Б.Нұрахметов, Б.Е.Қанғужин 

Кесіндідегі корректі-дифференциалдық операторлардың  
резольвенталарын бағалау 

Мақалада Биркгоф бойынша регулярлы ішкі шекаралық шарттар деп аталатын шекаралық 
шарттардың түрі нақтылы көрсетіліп, осындай шарттарға бағынатын, кесіндідегі корректі 
дифференциалдық операторлардың резольвенталары бағалаулары зерттелді. Көрнекілік үшін барлық 
нəтижелер кесіндіде реті тақ біртекті емес айнымалы коэффициентті дифференциалдық теңдеулер 
үшін көрсетілді. Жұп рет үшін де ұқсасынша қарастырылды. Қорытындыда кесіндіде реті тақ біртекті 
емес айнымалы коэффициентті дифференциалдық теңдеулер үшін резольвенталарының бағалауы 
келтірілді. Жұмыс əдісі бойынша [2, 3] еңбектерге жақын. 

 

D.B.Nurahmetov, B.E.Kanguzhin 

Estimations resolvents correct differential operators on the interval 

In this paper we select those boundary conditions, which we call regular internal boundary conditions for 
Birkhoff, and investigate the estimations of the resolvents of correct differential operators on the interval, 
subordinates in such conditions. For clarity, all results are illustrated by the non-homogeneous differential 
equations of odd order with variable coefficients on the interval. Similarly, study and even order. In conclu-
sion, we present estimates of the resolvent for the non-homogeneous differential equation of odd order with 
variable coefficients on the interval. The method of ideologically similar to the methods of [2, 3]. 
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Задачa типа Самарского-Бицадзе для одного класса эллиптических систем 
второго порядка на плоскости с полярной особенностью 

В работе решена задача типа Самарского-Бицадзе для одного класса эллиптической системы второго 
порядка с полярной особенностью на плоскости бесконечно угловой области. Получен явный вид од-
ного многообразия непрерывных решений, которые даются в виде степенных рядов. С помощью этого 
многообразия непрерывных решений решена задача типа Самарского-Бицадзе для эллиптической сис-
темы второго порядка на плоскости бесконечно угловой области. Полученные результаты могут быть 
использованы в теории бесконечно малых изгибов для поверхностей с гладкой положительной кри-
визной. 

Ключевые слова: задача типа Самарского-Бицадзе, фундаментальная система решений, интегральное 
уравнение, оператор, Дирихле. 

 

Пусть 0 1 2 00 2 , 0 ,          и  : 0 ,iG z re r     00     . 

Рассмотрим в G уравнение 

 
     

 
 
 
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1 2
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a b d f rc
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 

 

   
    

 
, (1) 

где  1( ), ( ), ( ), ( ), ( ) 0,a b c d f C       , 2   — действительное число, 1 1 2 2, .k tg k tg     

Уравнение (1) при 0   рассмотрено в [1], где решена задача типа Дирихле для уравнения (1). 
При 0   уравнение (1) еще не исследовано. 
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Уравнение (1) записываем в полярной системе координат [1]: 
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2 2

1 1 ( ) ( )i i

rr r r r

ce a i e b i
V V V V V V V V

r r r r r r r
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              
     

 
 

   

2

α α2
1 2

φ (φ)
.

cosφ sinφ cosφ sinφ

d f r
V

r k k



 
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 (2) 

Пусть 
2

1
2

p 
 

, если 2  , и 1p  , если 2  . Решая уравнение (2) в классе 

  2 ( )pW G C G  (3) 

методом разделения переменных, можно получить представление решения: 
  ,φ ψ(φ),V r r  (4) 

где     — новая неизвестная функция из  2
10,C  , удовлетворяющая уравнению 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ).iA B d f              (5) 

Здесь ( ) ( ) ( ),i iA e b e a         2 φ φ(φ) (φ) (φ) (φ) ,i iB c e a e b
        

   
 

   
 1 1

1 1

,
cos sin cos sin

d f
d f

k k
 

 
   

    
. 

Пусть ,1( )     и ,2 ( )     — фундаментальная система решений из класса  2
10,C   урав-

нения 
 ψ (φ)ψ (φ)ψ 0.iA B     (6) 

Так как  1(φ), (φ) 0,φA B С  , то такая фундаментальная система решений существует. Тогда мето-

дом вариации произвольных постоянных уравнение (5) приводим к следующему интегральному 
уравнению 
    ,1 1 ,1 2 ,2ψ (φ) ψ φ (φ) ψ (φ) ψ (φ),B F c c          (7) 

где 
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
    
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где с1, с2 — произвольные комплексные постоянные. Так как ( ) 0    как Вронскиан фундаменталь-

ной системы решений и 0 1   , то  ,1 1( ),( )( ) 0,F B f C     . 

Для решения уравнения (7) используем композиции оператора   φB f , определяемые по 

формуле 
1( )( ) ( ( ))( ),k kB f B B 

       ( 1, ).k    

При этом считаем, что 0( )( ) ( ),B      1( )( ) ( )( ).B B       Из определения B следует 

( ( ))( ) ( )( ),B c c B       
где с — комплексное число. 

Если действуем оператором ( )( )B   к обеим частям уравнения (7), то получим: 

 2
,1 1 ,1 2 ,2( ψ )(φ) ( ψ )(φ) ( )(φ) ( ψ )(φ) ( ψ )(φ).B B B F c B c B              (8) 

Из (7) и (8) следует: 
2

,1 ,1( ) ( )( ) ( )( ) ( )B B F F               

 1 ,1 2 ,2 1 ,1 2 ,2( ) ( ) ( )( ) ( )( )c c c B c B                 . (9) 
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Если снова действуем оператором ( )( )B   к обеим частям уравнения (9), то имеем 
3 2

,1 ,1( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )B B B F B F                

 2 2
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Из (7) и (10) вытекает: 
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 Продолжая этот процесс 2n–1 раз, получим следующее представление для решения уравнения (5): 
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Для композиции оператора ( )( )B f   имеют место следующие легко проверяемые неравенства׃ 
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Если перейти к пределу при n  , то в силу (12) в представлении (11) получим 
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Легко видеть, что функции ,1( )P  , ,2 ( )P  , ,1( )Q  , ,2 ( )Q   и ( )F   удовлетворяют следующим со-

отношениям: 
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,1 ,1

0

(φ) (φ) (φ,γ) (γ) γF F b F d      . 

Используя неравенство (12), мы получим следующие полезные оценки׃ 

,1 ,1 10
( ) ( )P sh b      , ,2 ,1 10

( ) ( )P ch b      , 

,1 ,2 10
( ) ( )Q sh b      , ,2 ,2 10

( ) ( )Q ch b      , ,1 10
( ) exp( )F F b     . 

С помощью этих оценок легко можно показать, что функция ( )  , заданная по формуле (13), 

является решением уравнения (5) из класса  2
10,C  . Из (13) и (4) получим׃ 

  1 ,1 2 ,1 1 ,2 2 ,2( ,φ) (φ) (φ) (φ) (φ) (φ) .V r r c P c Q c P c Q F
           (14) 

Следовательно, функция ( , )V r  , заданная по формуле (14), является решением уравнения (1) из 
класса (3). Таким образом, имеет место 

Теорема 1. Уравнение (1) разрешимо в классе (3). Многообразие решений из класса (3) уравне-
ния (1) может быть найдено по формуле (14). 

Рассмотрим задачу типа Самарского-Бицадзе для уравнения (1). 
Задача S B . Требуется найти решение уравнения (1) из класса (3), удовлетворяющее услови-

ям: 
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 ( , ) ( ),V r O r   ,r   0  , (15) 

 1( ,0) ,V r b r   2 2( , ) ,V r b r    (16) 

где 1 2, —b b заданные комплексные, 2 —  заданное действительное число, 2 10     . 

Решение задачи. Из вида функции ,1( )P  , ,2 ( )P  , ,1( )Q  , ,2 ( )Q   и ( )F   следует 

 ,1 ,1 ,1(0) (0) (0) 0P Q F     , ,2 ,2(0) (0)Q   , ,2 ,1(0) (0)P   . (17) 

Для решения задачи S B  используем формулу (14). Тогда автоматически имеет место (15). Поэтому 
остается подобрать произвольные постоянные 1c  и 2c  так, чтобы функция ( , ),V r   заданная по фор-

муле (14), удовлетворяла краевым условиям (16). Подставляя эту функцию ( , )V r   в граничные ус-
ловия (16), с учетом (17) получим׃ 
 1 ,1 2 ,2 1(0) (0) ,c c b      

 1 ,1 2 2 ,1 2 1 ,2 2 2 ,2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )c P c Q c P c Q F b              . (18) 

1) Пусть ,1(0) 0.   Тогда при 
2 2

,1 2 ,1 2 ,1 2( ) ( ) ( ) 0,A B          где 

1 2 ,1 ,1 ,1 2 ,2 ,1 2( ) (0)( (0) ( ) (0) ( )),A Q P             

1 2 ,1 ,1 ,2 2 ,2 ,2 2( ) (0)( (0) ( ) (0) ( )),B Q P             

алгебраическая система (18) имеет единственное решение: 

 

 2 1 2 ,1 2 1 2 ,1 2
,1 2

1 2 ,2
1

,1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

( )

(0)
,

(0)

c A D B D

b c
c

   






          
    

 (19) 

где 122,1,121,1,

2

1,2221, )()0()()0()0())(()( bPbPFbD   . 

Если ,0)( 21,   то для разрешимости системы (18) необходимо и достаточно выполнения ус-

ловия 

 1 2 1 2 ,1 2Im ( ( ) ( )) ( ) 0A B D  
       . (20) 

При выполнении этого условия решение системы (18) имеет вид 

 

1 2 1 2 ,1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 ,1 2
2 1 2 1 2

1 2 1 2

3 1 2 1 2 1 2 1

β( (φ ) (φ )) Re (φ )
, если Im( (φ ) (φ )) 0,

Im( (φ ) (φ ))

( (φ ) (φ )) Re (φ )
, если Re( (φ ) (φ )) 0,

Re( (φ ) (φ ))

, если Re( (φ ) (φ )) 0, Im( (φ )

i A B i D
A B

A B

i A B D
c A B

A B

c A B A B

  
 


 

  


  

  
 

 

  
 

 

   



2(φ )) 0,







 


 (21) 

,
)0(

)0(

1,

2,21
1










cb
c где β —  произвольное действительное и 3 —c произвольное комплексное число. 

2) Пусть 0)0(1,   и 0)0(2,  . Тогда при ,0)()()(
2

22,

2

21,22,   PP  алгебраиче-

ская система (18) имеет единственное решение: 

 



























,
)0(

,
)(

)()()()(

2,

1
2

22,

22,22,22,21,
1

b
c

DPDP
c

 (22) 

где )(
)0(

)(
)0(

)()( 22,
2,

1
21,

2,

1
2222, 





 





 Q

b
Q

b
FbD . 



Задача типа Самарского-Бицадзе… 

Серия «Математика». № 4(60)/2010 97 

Если ,0)( 22,   то для разрешимости системы (18) необходимо и достаточно выполнения ус-

ловия׃ 

 ,1 2 ,2 2 ,2 2Im ( ( ) ( )) ( ) 0P P D         . (23) 

При выполнении этого условия решение системы (18) имеет вид 

,
)0(

)0(

1,

2,21
1










cb
c  

 

,1 2 ,2 2 ,2 2
,1 2 ,2 2

,1 2 ,2 2

1 2 ,2 2 ,2 2
2 ,1 2 ,2 2

,1 2 ,2 2

3 ,1 2 ,2 2

β( (φ ) (φ )) Re (φ )
, если Im( (φ ) (φ )) 0,

Im( (φ ) (φ ))

β( (φ ) (φ )) Re (φ )
, если Re( (φ ) (φ )) 0,

Re( (φ ) (φ ))

, если Im( (φ ) (φ )) 0, R

i P P i D
P P

P P

i P P D
c P P

P P

c P P

  
 



 
  



 

  
 

 

  
 

 

  ,1 2 ,2 2e( (φ ) (φ )) 0,P P








  


 

 (24) 

3) Пусть теперь .0)0()0( 2,1,    В этом случае для разрешимости системы (18) необходимо, 

чтобы .01 b  Если 01 b , то одно из чисел 1c  и 2c  будет произвольным. Пусть, например, 2c  будет 

произвольным. Тогда при 0)( 22,   решение системы (18) имеет вид׃ 

 
)(

)()()()(

22,

23,22,23,21,
1 






 DPDP
c , (25) 

где ),()()()( 222,221,223,   FQcQcD 2 —c  произвольное комплексное число. При 

,0)( 22,   01 b  для разрешимости системы (18) необходимо и достаточно выполнения условия׃ 

  ,1 2 ,2 2 ,3 2Im ( ( ) ( )) ( ) 0P P D       . (26) 

В этом случае система (18) имеет решение 

 

,1 2 ,2 2 ,3 2
,1 2 ,2 2

,1 2 ,2 2

1 2 ,2 2 ,3 2
1 ,1 2 ,2 2

,1 2 ,2 2

3 ,1 2 ,2 2

β( (φ ) (φ )) Re (φ )
, Im( (φ ) (φ )) 0,

Im( (φ ) (φ ))

β( (φ ) (φ )) Re (φ )
, Re( (φ ) (φ )) 0,

Re( (φ ) (φ ))

, Im( (φ ) (φ )) 0, R

i P P i D
если P P

P P

i P P D
c если P P

P P

c если P P

  
 

 

  
 

 

 

  
 



 
  



  ,1 2 ,2 2e( (φ ) (φ )) 0,P P 








  


 (27) 

где β  — произвольное действительное, а 2c  — произвольное комплексное число. Следовательно, 
имеет место 

Теорема 2. 1) Пусть ,1(0) 0  . Тогда при ,1 2( ) 0    задача S B  имеет единственное реше-

ние, которое находится по формулам (14), (19), а при ,1 2( ) 0    для разрешимости задачи S B  

необходимо и достаточно выполнения условия (20). При выполнении этого условия задача S B  
имеет бесконечное множество решений, которое находится по формулам (14), (21). 

2) Пусть ,1(0) 0  , ,2 (0) 0.   Тогда при ,2 2( ) 0    задача S B  имеет единственное реше-

ние, которое находится по формулам (14) и (22), а при ,2 2( ) 0    для разрешимости задачи S B  

необходимо и достаточно выполнения условия (23). При выполнении этого условия задача S B  
имеет бесконечное множество решений, которое находится по формулам (14), (24). 

3) Пусть ,1 ,2(0) (0) 0.      Тогда при ,2 2( ) 0    задача S B  разрешима только тогда, когда 

1 0.b   В этом случае она имеет бесконечное множество решений, которые определяются по формуле 

(14), где 2 —c произвольное число, а 1c  находится по формуле (25), а при ,2 2 1(φ ) 0 и 0b    для 

разрешимости задачи S B  необходимо и достаточно выполнения условия (26). При выполнении 
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этого условия задача S B  имеет бесконечное множество решений, которое находится по формулам 
(14), (27). 

Замечание. При 2 1    задача типа Самарского-Бицадзе дает задачу типа Дирихле, которая 

рассмотрена в [1]. Там также изучен случай, когда 2 1 2     . 
 
 

References 

1 Tungatarov А., Sarsenbayeva M.S., Uaisov B. About the Dirihle type problem for one class of elliptic systems of the second 
order on a plane with polar feature // Vestn ENU of L.N. Gumileva. — 2008. — № 4 — Р. 109–117. 

 
 

М.С.Сəрсенбаева 

Жазықтықта берілген полярлық ерекшелігі бар екінші ретті эллиптикалық 
жүйенің бір класы үшін Самарский-Бицадзе есебі 

Мақалада полярлық ерекшелігі бар жазықтықтың шексіз бұрыштық облысында берілген екінші ретті 
эллиптикалық жүйелердің бір класы үшін Самарский-Бицадзе типті есебі қарастырылған. Дəрежелік 
қатар түрінде берілген үзіліссіз шешімдердің айқын түрде бір көпбейнесі алынған. Сол үзіліссіз 
шешімдердің көпбейнесінің көмегімен жазықтықтың шексіз бұрыштық облысында екінші ретті 
эллиптикалық жүйе үшін Самарский-Бицадзе есебі шешілген. Алынған нəтижелер тегіс оң қисықты 
беттердің шексіз аз иілу теориясында қолданылуы мүмкін. 

 

M.S.Sarsenbaeva 

The problem type Samarskyi-Bitsadze for one class of elliptic systems of the second 
order on the plane with polar feature 

In this paper the problem of type Samarskyi-Bitsadze for one class of elliptic system of the second order with 
polar feature on a plane of infinitely angular area is solved. The kind of one variety continuous the decision 
which are given sedate numbers is received in obvious. By means of this variety of continuous decisions the 
problem of type Samarskyi-Bitsadze for elliptic system of the second order on a plane of infinitely angular 
area is solved. The received results can be used in the theory of infinitesimal bends for surfaces with smooth 
positive curvature with a flattening line. 
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О приближенном методе нахождения изолированного решения  
нелинейной двухточечной краевой задачи 

Рассмотрена нелинейная двухточечная краевая задача для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Предложено двухпараметрическое семейство алгоритмов метода параметризации нахож-
дения приближенного решения исследуемой задачи. По функции правой части дифференциального 
уравнения, граничного условия, шагу разбиения промежутка, на котором рассматривается краевая за-
дача, построена нелинейная система алгебраических уравнений для нахождения введенных дополни-
тельных параметров. Установлены необходимые и достаточные условия сходимости построенных ал-
горитмов и существования изолированного решения исследуемой задачи. 

Ключевые слова: нелинейная двухточечная краевая задача, дифференциальное уравнение, граничное 
условие, шаг разбиения, метод параметризации. 

 
В работе рассматривается нелинейная двухточечная краевая задача 

 ( , ), [0, ], ,ndx
f t x t T x R

dt
    (1) 

  (0), ( ) 0,g x x T   (2) 

где :[0, ] n nf T R R  , : n n ng R R R   непрерывны. 

Через ([0, ], )nС T R  обозначим пространство непрерывных функций :[0, ] nx T R  с нормой 

1 [0, ]
max ( )
t T

x x t


 . 

Решением задачи (1), (2) называется непрерывно дифференцируемая на [0, ]T  вектор-функция 
* ( ) ([0, ], )nx t С T R , удовлетворяющая на [0, ]T  дифференциальному уравнению (1) (при этом в точ-

ках 0t  , t T  уравнению (1) удовлетворяют односторонние производные *
. (0)правx , *

. ( )левx T ) и 

имеющая в точках 0t  , t T  значения * (0)x , * ( )x T , для которых справедливо равенство (2). 
Задача (1), (2) исследуется методом параметризации [1]. 
Взяв число 0 :h Nh T   ( 1,2,N  ), разобьем промежуток [0, )T  на равные части: 

1

[0, ) [( 1) , )
N

r

T r h rh


  . 

Через   0, , , nNC T h R  обозначим пространство систем функций [ ]x t  1( ),x t 2 ( ), , ( )Nx t x t  с нормой 

2 1: [( 1) , )
[ ] max sup ( )r

r N t r h rh
x x t

  
  , где функция :[( 1) , ) n

rx r h rh R   непрерывна и имеет конечный предел 

при 0t rh  , 1:r N . Пространство   0, , , nNC T h R  является полным. 

Сужение функции ( )x t  на r -й интервал [( 1) , )r h rh  обозначим через ( )rx t  и задачу (1), (2) све-
дем к многоточечной краевой задаче: 

  , , [( 1) , ), 1:r
r

dx
f t x t r h rh r N

dt
    , (3) 

  1
0

(0), lim ( ) 0N
t Nh

g x x t
 

 , (4) 

   1
0

lim ( ), 1: ( 1)s s
t sh

x t x sh s N 
   , (5) 

где (5) — условия склеивания решения во внутренних точках разбиения интервала. 
Решением задачи (3)–(5) является система функций [ ]x t  1( ),x t 2 ( ), , ( )Nx t x t   

  0, , , nNC T h R , где непрерывно дифференцируемая на [( 1) , )r h rh  функция ( )rx t , 1:r N , удов-
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летворяет дифференциальному уравнению (3) при всех [( 1) , )t r h rh  , 1: ,r N  и имеют место ра-
венства (4), (5). 

Обозначив через r  значение функции ( )rx t  в точке ( 1)t r h  , 1:r N , введем новую неиз-

вестную функцию ( ) ( )r r ru t x t   , [( 1) , )t r h rh  , 1:r N , и от задачи (3)–(5) перейдем к эквива-
лентной многоточечной краевой задаче с параметрами: 

  , , [( 1) , ), 1:r
r r

du
f t u t r h rh r N

dt
      , (6) 

 (( 1) ) 0, 1:ru r h r N   , (7) 

  1
0

, lim ( ) 0N N
t Nh

g u t
 

    , (8) 

   1
0

λ lim λ 0, 1: ( 1).s s s
t sh

u t s N 
      (9) 

Решением задачи (6)–(9) является пара  * *, [ ]u t  с компонентами * * * *
1 2( , , , ) nN

N R      , 
* * * *

1 2[ ] ( ( ), ( ), , ( )) ([0, ], , )nN
Nu t u t u t u t C T h R  , где непрерывно дифференцируемая и ограниченная на 

[( 1) , )r h rh  функция * ( )ru t  удовлетворяет дифференциальному уравнению (6) при всех 
[( 1) , )t r h rh   (при ( 1)t r h   уравнению (6) удовлетворяет правосторонняя производная функции 

* ( )ru t ), 1:r N , выполняется условие * (( 1) ) 0ru r h  , 1:r N , и для *
1 , * *

0
lim ( )N N

t Nh
u t

 
  , 

* *

0
lim ( )s s

t sh
u t

 
  , *

1s , 1: ( 1)s N  , имеют место равенства (8), (9). 

Если * ( )x t  — решение задачи (1), (2), то пара * *( , [ ])u t  с элементами * * * *
1 2( , , , )N     , 

* (( 1) )r rx r h   , 1:r N , * * * *
1 2[ ] ( ( ), ( ), , ( ))Nu t u t u t u t  , * * *( ) ( ) (( 1) )r r ru t x t x r h   , 1:r N , где * ( )rx t  — 

n -вектор-функция, совпадающая с * ( )x t  на [( 1) , )r h rh , 1:r N , является решением многоточечной 

краевой задачи с параметрами (6)–(9). И обратно — если пара  , [ ]u t   с элементами 

1 2( , , , ) nN
N R         , 1 2[ ] ( ( ), ( ), , ( ))Nu t u t u t u t      0, , , nNC T h R  является решением задачи (6)–

(9), то функция ( )x t , определенная на [0, ]T  равенствами:  ( ) r rx t u t    , [( 1) , )t r h r h  , 1:r N , 

0
( ) lim ( )N Nt Nh

x T u t
 

    , будет решением нелинейной двухточечной краевой задачи (1), (2). Отметим, 

что задача с параметрами преимущественно отличается от задачи (3)–(5) наличием начальных усло-
вий (7). 

При фиксированном значении параметра r  задача Коши (6), (7) эквивалентна интегральному 
уравнению Вольтерра второго рода 

  
( 1)

( ) , ( ) , [( 1) , ), 1: .
t

r r rr h
u t f u d t r h rh r N


          (10) 

Подставляя вместо  ru   правую часть равенства (10) и повторяя этот процесс   ( 1,2,   ) раз, 

получим следующее представление функции ( )ru t : 

   1

1 1( 1) ( 1)
( ) , ... , ( ) ... , [( 1) , ), 1: .

t

r r r rr h r h
u t f f u d d t r h rh r N



   
                (11) 

Определив из (11) 
0

lim ( )r
t rh

u t
 

, 1:r N , подставив в (8), (9), предварительно умножив (8) на 0h  , по-

лучим систему нелинейных уравнений относительно n
r R  : 

   1

1 1 1( 1) ( 1)
, , ... , ( ) ... 0

Nh

N N N NN h N h
h g f f u d d



   
                , 

  1

1 1 1( 1) ( 1)
, ... , ( ) ... 0, 1: ( 1)

sh

s s s s ss h s h
f f u d d s N



    
                  , 

которую запишем в виде операторного уравнения: 
  , , 0hQ u   ,      nNR . (12) 
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Таким образом, для нахождения параметра nNR  при фиксированном [ ]u t  имеем систему уравне-

ний (12), определяемую через функции ( , )f t x ,  v,wg , по шагу разбиения 0 :h Nh T   ( 1,2,N  ) 

и числу подстановок   ( 1,2,   ). 
Условие A. Существуют 0 :h Nh T   ( 1,2,N  ),   ( 1,2,   ), при которых система нели-

нейных уравнений  , ,0 0hQ    имеет решение         0 0 0 0
1 2, , , nN

N R      , задача Коши 

(0)( , )r
r r

du
f t u

dt
   ,  (( 1) ) 0ru r h  ,  [( 1) , )t r h rh  , 

имеет решение  0 ( )ru t  при всех 1:r N  и система функций    0 0 (0)
1 2[ ] ( ( ), ( ),u t u t u t  0, ( ))Nu t  принад-

лежит пространству   0, , , nNC T h R . 

По паре  (0) (0), [ ]u t  равенствами  (0) (0) (0)( ) r rx t u t   , [( 1) , )t r h r h  , 1:r N , 
(0) (0) (0)

0
( ) lim ( )N N

t Nh
x T u t

 
   , определим кусочно-непрерывную на [0, ]T  функцию (0) ( )x t . 

Выберем числа 0  , 0u  , 0x   и составим множества: 
       0 0(0)

1 2
1:

, , , , : maxnN
N r r

r N
S R 
                  , 

       0 0

2
[ ], [ ] [0, ], , : [ ] [ ]nN

h u uS u t u t C T h R u u        , 

       0 0

1
( ), ( ) [0, ], :n

x xS x t x t C T R x x      , 

   0 (0)
1 ( , ) : [0, ], ( )x xG t x t T x x t      , 

    0 2 (0) (0)
1 , v,w : v (0) , w ( )n

x xG R x x T           . 

Условие B. Функции ( , )f t x ,  v,wg  соответственно в  0
1 xG  ,  0

2 , xG    непрерывны,  имеют 

равномерно непрерывные частные производные ( , )xf t x ,  v v,wg ,  w v,wg , и выполняются нера-

венства  , ( )xf t x L t  ,  v 1v,wg L  ,  w 2v,wg L  , где ( ) ([0, ], )L t C T R , 1L , 2L  — постоянные. 

Предположим, что имеет место условие А. За начальное приближение решения задачи (6)–(9) 

возьмем пару     0 0, [ ]u t  и найдем последовательность     , [ ]k ku t , 1,2,k   , по следующему ал-

горитму. 

Шаг 1. а) Из уравнения   0
, , 0hQ u    найдем  1 nNR  ; б) решая задачу Коши (6), (7) при 

(1)
r r   , 1:r N , найдем компоненты системы функций         1 1 1 1

1 2[ ] ( ), ( ), , ( )Nu t u t u t u t  . 

Шаг 2. а) Из уравнения   1
, , 0hQ u    найдем  2 nNR  ; б) решая задачу Коши (6), (7) при 

(2)
r r   , 1:r N , найдем компоненты системы функций         2 2 2 2

1 2[ ] ( ), ( ), , ( )Nu t u t u t u t  . И так да-

лее. 
Достаточные условия осуществимости, сходимости предложенного алгоритма, одновременно 

обеспечивающие существование изолированного решения многоточечной краевой задачи с парамет-
рами (6)–(9), устанавливает 

Теорема 1. Пусть при некоторых 0 :h Nh T   ( 1,2,N  ),   ( 1,2,   ), 0  , 0u  , 

0x  , выполняются условия A, B, матрица Якоби , ( , )
:h nN nNQ u
R R 




 обратима для всех 

( , [ ])u t    0 ,S      0 [ ],h uS u t   и имеют место неравенства: 

1) 
1

, ( , )
( )hQ u
h






  
   

, 
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2)      2 ( 1) ( 1)1:
0

1
( ) max{1, }max exp ( ) ( ) 1

!

irh rh

r h r hr N
i

q h h hL L t dt L t dt
i



    

 
    

 
  , 

3) (0) (0)
,

( )
( , )

1 ( ) h

h
Q u

q h


 



  


, 

4)   ( 1)1:
max exp ( ) 1

rh

ur hr N
L t dt 

    , 

5) 
11

0 0

1:
0

( ) ( )
max

! ( 1)!

i pp

u x
p

i

hL hL

i p



 


 
      
 . 

Тогда определяемая по алгоритму последовательность пар     , [ ]k ku t , 0,1,2,k   , принадлежит 

  0 ,S      0 [ ],h uS u t  , сходится в   0 ,S      0 [ ],h uS u t   к решению  * *, [ ]u t  задачи (6)–(9). 

Причем любое решение задачи (6)–(9) в   0 ,S      0 [ ],h uS u t   изолированно. 

Доказательство теоремы 1 аналогично доказательству теоремы 2 из [1; 47]. 
Известно, что в нелинейных краевых задачах изолированность решения не только не обеспечи-

вает его непрерывной зависимости от исходных данных, но и не сохраняет свойства разрешимости 
при малых изменениях ( , )f t x , (v,w)g . Например [2; 4], двухточечная краевая задача 

2dx
x

dt
 , [0,1]t , (0) (1)x x  

имеет изолированное решение 0x  , однако задача 

2dx
x

dt
   , [0,1]t , (0) (1)x x  

не имеет решения при любом 0  . 
В этом примере сколь угодно малое изменение правой части дифференциального уравнения 

приводит к несуществованию решения краевой задачи. Учитывая, что построение приближенных ме-
тодов предполагает малость изменения решения при малых возмущениях исходных данных, в [1; 57] 
вводится определение изолированности. 

Определение. Функция * ( )x t  называется «изолированным» решением задачи (1), (2), если су-

ществует число 0 0   такое, что функции ( , )f t x  и (v,w)g  соответственно в 

   * *
1 0 0( , ) : [0, ], ( )G t x t T x x t      ,     * 2 * *

2 0 0 0 0, v,w : v (0) , w ( )nG R x x T           

непрерывны, имеют равномерно непрерывные частные производные ( , )xf t x , v (v,w)g , w (v, w)g  и 
линеаризованная однородная двухточечная краевая задача 

 *( , ( )) , [0, ], ,n
x

dy
f t x t y t T y R

dt
    (13) 

 * * * *
v w( (0), ( )) (0) ( (0), ( )) ( ) 0g x x T y g x x T y T    (14) 

имеет только тривиальное решение. 
Следующее утверждение показывает, что условия теоремы 1 не только достаточны, но и необ-

ходимы для существования «изолированного» решения нелинейной двухточечной краевой задачи для 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений (1), (2). 

Теорема 2. Если краевая задача (1), (2) имеет «изолированное» решение, то для любого   
( 1,2,   ) существуют числа ( ) :h h Nh T    ( 1,2,N  ), 0  , 0u  , 0x  , при которых вы-

полняются условия А, В, матрица Якоби , ( , )
:h nN nNQ u
R R 




 обратима для всех  , [ ]u t   

  0 ,S       0 [ ],h uS u t   и справедливы неравенства 1)–5) теоремы 1. 

Доказательство. Пусть * ( )x t  — «изолированное» решение задачи (1), (2). Тогда, по определе-

нию, существует число 0 0   и функции ( , )f t x  и (v,w)g  соответственно в  *
1 0G  ,  *

2 0 0,G    не-
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прерывны, имеют равномерно непрерывные частные производные ( , )xf t x , v (v,w)g , w (v, w)g . По-

этому найдутся числа 0L , 1L , 2L  такие, что 0( , )xf t x L  , v 1(v,w)g L  , w 2(v,w)g L   для всех 
*
1 0( , ) ( )t x G  , *

2 0 0(v,w) ( , )G   . 
Отрезок [0, ]T  разобьем на равные части с шагом 0 :h Nh T   ( 1,2,N  ) и рассмотрим экви-

валентную многоточечную краевую задачу с параметрами. Пара * *( , [ ])u t  с элементами 
* * * *

1 2( , ,..., ) nN
N R      , * * * *

1 2[ ] ( ( ), ( ),..., ( ))Nu t u t u t u t   0, , , nNC T h R , где * * (( 1) )r x r h   , 
* * *( ) ( ) (( 1) )ru t x t x r h   , [( 1) , )t r h rh  , 1:r N , будет решением задачи (6)–(9). 

Так как * ( )x t  удовлетворяет дифференциальному уравнению и *( , ( ))f t x t  непрерывна на [0, ]T , 

то найдется число 0M   такое, что *

1
( )x t M  и для каждого 1:r N  справедлива оценка 

 * * * *

[( 1) , )
( ) ( ) (( 1) ) sup ( ) , [( 1) , ).r

t r h rh
u t x t x r h x t h Mh t r h rh

 
        (15) 

Из существования только тривиального решения однородной краевой задачи (13), (14) следует 
однозначная разрешимость неоднородной краевой задачи: 

*( , ( )) ( ), [0, ], ,n
x

dy
f t x t y t t T y R

dt
      

* * * *
v w( (0), ( )) (0) ( (0), ( )) ( )g x x T y g x x T y T d   , 

где ( ) ([0, ], )nt C T R  . Тогда, согласно теореме 4 [3; 61], существует шаг 0 0h  , что для всех 

0(0, ] :h h Nh T   матрица 
* *

,* ( , )
( ) hQ u

Q h 


 



 обратима и   1*( )Q h

h

 



 , где γ — const, не зави-

сящая от h . 
Возьмем число 0   удовлетворяющим неравенству 0.25   и, используя равномерную не-

прерывность ( , )xf t x , v (v,w)g , w (v, w)g , найдем * 0  , * 0u   такие, что 
11

* * *0 0
0

1:
0

( ) ( )
max (0, ]

! ( 1)!

i pp

u
p

i

hL hL

i p



 


 
        
  и 

* *
, ,( , ) ( , )h hQ u Q u    

  
 

 для всех 

( , [ ])u t * *( , )S    * *( [ ], )h uS u t  . 
Применяя теорему о малых возмущениях ограниченно обратимых операторов [4; 142], получим, 

что матрица Якоби , ( , ) /hQ u    ограниченно обратима и   1

,

4
( , ) /

3hQ u
h

 



     для всех 

* *( , [ ]) ( , )u t S      * *( [ ], )h uS u t  . 

Выберем 1 0 1(0, ] :h h Nh T   ( 1,2,N  ) так, чтобы выполнялись неравенства 

 
*

1 2
uMh


 , (16) 

 
*

1 0
1 2

4 ( )
max{1, }

3 ! 2

h L
M h L


  




, (17) 

  1 0

*
1 0

1 2

4 ( )
max{1, } 1

3 ! 2
h L uh L

M h L e


 
 


. (18) 

Покажем, что * * *(0, / 2) ( [ ], )h u h uS S u t   . Действительно, если *[ ] (0, / 2)h uu t S   то, в силу (15), (16), 
* *

* * *

22 2
[ ] [ ] [ ] [ ]

2 2
u u

uu u u u
 

           , 

т.е. [ ]u t  * *( [ ], )h uS u t  . 

При 1(0, ] :h h Nh T   ( 1,2,N  ) рассмотрим систему нелинейных уравнений 

  , ,0 0hQ   ,      nNR . (19) 
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Так как матрица Якоби , ( ,0)hQ 


 равномерно непрерывна в * *( , )S   , оценка 

1

, ( ,0) 4

3
hQ

h


    

  
 справедлива для всех * *( , )S    . Ввиду (15), (17) и равенства * *

, ( , ) 0hQ u    

имеем, что 

 * * * * *0
, , , 2

4 4 4 ( )
( ,0) ( ,0) ( , ) max{1, }

3 3 3 !h h h

hL
Q Q Q u hL Mh

h h h


  

   

  
       


. 

Поэтому, согласно теореме 1 из [1, с. 41], система уравнений (19) имеет решение (0) * *( , )S      и 

 (0) * *0
2

4 ( )
max{1, }

3 !

hL
hL Mh

h







     


. (20) 

Решение задачи Коши (6), (7) при (0)
r r   , 1:r N , найдем методом последовательных при-

ближений: (0,0) *( ) ( )r ru t u t , 

         0, 1 0,(0)

( 1)
, , 0,1,2,..., [( 1) , ), 1: .

tm m
r r rr h

u t f u d m t r h rh r N


           

Для любого 0,1,2,...m   функция (0, 1) ( )m
ru t  имеет конечный левосторонний предел, равный 

    0,(0)

( 1)
,

rh m
r rr h

f t u t dt


  , 1:r N , и система функций  0, 1 [ ]mu t   0 , 1 (0, 1)
1 2( ( ), ( ),m mu t u t   0, 1, ( ))m

Nu t  

принадлежит пространству   0, , , nNC T h R . 

Из неравенств 
                   0,1 0,0 0,1 * (0) * * *

( 1) ( 1)
, ,

t t

r r r r r r r rr h r h
u t u t u t u t f u d f u d

 
                  

 0 *
0 ( ( 1) ) r rL t r h      , 

                0,2 0,1 0,1 0,0
0( 1)

t

r r r rr h
u t u t L u u d


         

      
2

0 002 * *
0( 1)

( ( 1) )
( ( 1) )

2!

t

r r r rr h

L r h
L r h d



  
            , 

           
1

0, 1 0, 00 *( ( 1) )
,

( 1)!

m

m m
r r r r

L r h
u t u t

m


   

    


 [( 1) , ), 1:t r h rh r N   , 

следует оценка 

       
1

0, 1 0, 00 *

2
[ ] [ ] , 0,1,2,

( 1)!

m

m m L h
u u m

m


        


 , 

откуда, учитывая полноту пространства   0, , , nNC T h R , получим сходимость   0, [ ]mu t  к (0)[ ]u t  

  0, , , nNC T h R  при m   и  

  0

*
(0) * 0

22

4 ( )
[ ] [ ] max{1, } 1

3 ! 2
hL uhL

u u M hL e


 
     


. (21) 

Таким образом, имеют место условие A и оценки (20), (21). 

Теперь возьмем * / 2    , * / 2u u   , 
11

0 0

1:
0

( ) ( )
max

! ( 1)!

i pp

x u
p

i

hL hL

i p



 


 
      

  и выберем 

2 1 2(0, ] :h h Nh T  , удовлетворяющие неравенствам 

 2 0

1
2 0

2 2
02

4 ( ) 1
max{1, }

3 ! 3

i
h L

i

h L
h L e

h i






 
  

 
 , (22) 

  2 02 0 2 0
2 2 2 2

2

( ) 4 ( )
2 max{1, } max{1, } 1 1

! 3 !
h Lh L h L

M h L h L e
h

 


 

 
       

, (23) 
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    2 0 2 02 0 2 0
2 2 2 2

2

( ) 4 ( )
2 max{1, } max{1, } 1 1 1

! 3 !
h L h L

u

h L h L
M h L h L e e

h

 




 
        

. (24) 

Если (0)( , [ ]) ( , )u t S      (0)( [ ], )h uS u t  , то на основании (17), (18), (20), (21) получим: 

* (0) (0) * *0
2

4 ( )
max{1, }

3 !

hL
hL Mh

h




 


               


, 

 0* (0) (0) * *0
22 2 2

4 ( )
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] max{1, } 1

3 !
hL

u u

hL
u u u u u u M hL e


                


, 

т.е. (0)( , )S    * *( , )S   , (0) * *( [ ], ) ( [ ], )h u h uS u t S u t   при всех 2(0, ]h h . Поэтому в *
1 0( )G  , 

*
2 0 0( , )G    выполняется условие B. 

Неравенство 1) теоремы 1 выполняется с постоянной 
4

( )
3

h
h





  . Тогда 

 0

1
0

2
0

4 ( )
( ) max{1, }

3 !

i
hL

i

hL
q h hL e

h i







 
  

 
  

и в силу (22) 
1

( )
3

q h   при 2(0, ]h h . 

Принимая во внимание оценки 

  0(0) (0) * * 0
22 2 2

4 ( )
[ ] [ ] [ ] [ ] max{1, } 1 1

3 !
hLhL

u u u u Mh hL e
h


 

           
, 

 (0) (0) (0) (0) (0) (0)0
, , , 2 2

( )
( , ) ( , ) ( ,0) max{1, } [ ]

!h h h

hL
Q u Q u Q hL u



        


 

и неравенства (23), (24), получим следующее: 

  0(0) (0) 0 0
, 2 2

( ) ( ) 4 ( )
( , ) 2 max{1, } max{1, } 1 1

1 ( ) ! 3 !
hL

h

h hL hL
Q u M hL hL e

q h h

 
 

  


  
          

. 

Таким образом, при выборе * / 2    , * / 2u u   , 
11

0 0

1:
0

( ) ( )
max

! ( 1)!

i pp

x u
p

i

hL hL

i p



 


 
      

  все условия 

теоремы 1 выполняются для любого 2(0, ] :h h Nh T   ( 1,2, )N   . Теорема 2 доказана. 
Теоремы настоящей работы отличаются от аналогичных утверждений [1] условием A. Если за-

дача (1), (2) имеет "изолированное" решение * ( )x t , то всегда найдется шаг 0 :h Nh T   ( 1,2, )N   , 

число 0  , при которых система уравнений (19) имеет решение (0) * *( , )S     , где 
* * * *

1 2( , ,..., ) nN
N R      , * * (( 1) )r x r h   , 1:r N . 
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С.М.Темешева 

Бейсызық екі нүктелі шеттік есептің оқшауланған шешімін  
табудың жуық əдісі туралы 

Қарапайым дифференциалдық теңдеулер жүйесінің сызықты емес екі нүктелі шеттік есебін шешу 
үшін параметрлеу əдісінің екі параметрлі алгоритмдер əулеті ұсынылады. Дифференциалдық 
теңдеудің оң жағындағы функциясы, шекаралық шарт функциясы, есеп қарастырылып отырған 
кесіндіні бөліктеу қадамы бойынша енгізілген қосымша параметрлерді табу үшін сызықты емес 
алгебралық теңдеулер жүйесі құрылған.  Құрастырылған алгоритмдердің жинақты болуының жəне 
зерттеліп отырған есептің оқшауланған шешімі бар болуының қажетті жəне жеткілікті шарттары 
тағайындалады. 

 

S.M.Temesheva 

On the approaching method of finding of nonlinear  
two points boundary value problem’s isolated solution 

The nonlinear two points boundary value problem for system of ordinary differential equations is considered. 
Two parameters families of parameterization’s method algorithms of findings of investigating problem’s ap-
proaching solution is offered. On functions of the right part of differential equation, the boundary value con-
dition, step of the pounding in interval, on which boundary value problem is considered, nonlinear system of 
the algebraic equations for finding of introducing additional parameter is constructed. They necessary and 
sufficient conditions of convergence constructed algorithms and existence of the isolated solution of investi-
gating problem are established. 

 
 
 
 

 

УДК 517.95 

Б.Т.Торебек  

Международный казахско-турецкий университет им. Х.А.Ясави, Туркестан (E-mail: berik_mktu@mail.ru) 

О гладкости решения некоторых краевых задач  
с граничными операторами дробного порядка в классах Никольского 

В работе рассмотрены некоторые интегро-дифференциальные операторы дробного порядка в классе 
гармонических функции. В качестве применения этих операторов изучены две краевые задачи для 
уравнения Лапласа с оператором дробного интегро-дифференцирования в граничном условии. Дока-
заны теоремы о гладкости решения этих задач в классах Никольского. Отмечено, что рассматривае-
мые задачи обобщаю известные задачи Дирихле и Неймана для уравнения Лапласа. 

Ключевые слова: интегро-дифференциальный оператор дробного порядка, гармоническая функция, 
Капуто, Дирихле, Нейман, сходимость в 2.L  

 

Пусть  2 : 1x R x    — единичный круг,  2 1x R x     — окружность. Пусть далее 

( )u x  — гармоническая функция в круге  , ,
y

r x arctg
x

   , 0 1   . Рассмотрим операторы 

  
0

1
[ ]( , ) ( , )

(1 )

rd
D u r r u d

dr
       

    , 

  *

0

1
[ ]( , ) ( , ) ,

(1 )

r

D u r r u d
       

    
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где D  называется оператором дифференцирования -го порядка в смысле Римана–Лиувилля, а 

*D  — оператором дифференцирования -го порядка в смысле Капуто (см. [1]). Пусть 0 1j   , 

1,2,...,j m . Введем обозначения: 

 1 1 1[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ),B u x B u x r D u x     1 1 1
* * *[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ),B u x B u x r D u x     

 1 1,...,[ ]( ) [ ]( ) [... [ ]( )],m mmB u x B u x B B u x      1 1,...,
* * * *[ ]( ) [ ]( ) [... [ ]( )]m mmB u x B u x B B u x     . 

Операторы mB , *
mB  и некоторые их свойства изучались в работах [2–3]. 

Постановка и решение основных задач. Рассмотрим в области   следующую краевую задачу: 
 ( , ) 0,  ( , ) ,u r r      (1) 

 1[ ]( , ) ( ),  ,rВ u r f          (2) 

где В — один из операторов mB  или *
mB . 

Для изучения задачи (1), (2) введем пространство решений. Для любого 0   обозначим 

  :  ,x dist x      . Пусть 0,1,...,l   0 1   . Будем говорить, что функция ( )f x  

принадлежит классу  
1,

l
p xH    по переменной 1x , если ( )f x  и несмешанные производные 

1

k

k

f

x




 

порядков 1,2,...,k l  принадлежат классу ( )pL   и имеет место оценка 

 
1 1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
p

ppl l l l
x x x xL

f x h x f x x f x h x f x x dx dx C h





 
      

 
  .h    (3) 

Аналогично определяется класс  
2,

l
p xH    по переменной 2x . Далее, если функция ( )f x  

принадлежит классам  
1,

l
p xH    и  

2,
l
p xH    одновременно, то будем говорить, что она принадлежит 

классу  l
pH   . Класс  l

pH    периодических функций определяется аналогично. В этом случае 

     , где  1 20 ,x x T     и T — период по 1x  и 2x . 

В зависимости от свойств решений мы будем изучать задачу (1), (2) в следующих постановках. 
Задача 1. Найти гармоническую в области   функцию ( , )u r   из класса 2 ( ) ( )pC H    такую, 

что [ ]( , ) ( )m
pB u r H     и удовлетворяющую условию (2) в смысле сходимости 2L . 

Задача 2. Найти гармоническую в области   функцию ( , )u r   из класса 2 ( ) ( )pC H    такую, 

что * [ ]( , ) ( )m
pB u r H     и удовлетворяющую условию (2) в смысле сходимости 2L . 

Справедливы следующие утверждения. 

Теорема 1. Пусть 0 1   , 0 1j   , 
1

m

j
j

   , 1 p   , 
1

p
     нецелое. Тогда, если 

 ( ) 0,pf H    , то решение задачи 1 существует единственно и прнадлежит классу  
1

p
pH


 . 

Теорема 2. Пусть 0 1   , 0 1j   , 
1

m

j
j

   , 1 p   , 
1

p
     нецелое и  ( ) 0,pf H    . 

Тогда для разрешимости задачи 2 необходимо и достаточно выполнения условия 

 ( ) 0.f d




    (4) 

Если решение задачи существует, то оно единственно, с точностью до постоянного слагаемого, и 

принадлежит классу  
1

p
pH


 . 

Отметим, что аналогичные результаты с операторами дробного порядка при 1m   получены в 
работах [4–5]. 

Заметим также, что аналогичные задачи с оператором дробного дифференцирования в смысле 
Адамара-Маршо изучались в работах [6–7]. 
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Некоторые свойства периодических функций. Для наших дальнейших исследований 
необходимо изучить некоторые свойства периодических функций в R . 

Пусть ( )f t  — 2π периодическая функция и 

   0

1

cos sin
2k k

k

kt kt





    — (5) 

ее ряд Фурье. Определим функцию 

  1 1 0
, 0,

1

( ) cos sin ,
2k m k k m

k

g t kt kt


 




       (6) 

где коэффиценты ,k m  определяются равенством 

 ,
1 2

( 1)
.

( 1 ) ( 1 )... ( 1 )

m

k m
m

k

k k k

 
 

        
 (7) 

Докажем некоторые неравенства, справедливые для последовательности чисел 1
,k k m

   . 

Обозначим 1k k k    , 2
1 1 22k k k k k k              . 

Лемма 1. Пусть 0 1j   , 1,2,...,j m , и последовательность чисел 1
,k k m

    определяется по 

формуле (7). 
Тогда для любых 1,2,...k   справедливы неравенства 

 ,k Ck    (8) 

 ,kk Ck    (9) 

 2( 1) ,kk Ck      (10) 
где С — постоянная, значение которой нас в дальнейшем не интересует. 

Доказательство. Оценим k . Если 0 1j   , то известно следующее неравенство (см. [8]): 

 
(1 )(2 )...( )

!
jj j jk

Ck
k

    
 . (11) 

Используя равенство (7) для ,k  имеем: 1 2 ( 1 )( 1 ) ( 1 )
...

( 1) ( 1) ( 1)
m

k

kk k

k k k

       
 

     
. Далее, в 

силу свойства гамма-фукнции ( 1 ) ( )( 1 )...(1 ) (1 ),  1,2,...,j j j j jk k k j m             и 

используя равенство (11), получаем 1 2 ... m
k Ck k k ck     . Оценим k : 

 1
1

( 1 )...( 1 )
( )

( 1)
m

k k k k k m

k k
k k k

k

     
         

 

 1 21 1 1 ... 1
1 1 1

m
kk

k k k

                       
. 

Пусть * max j   . Тогда *1 1 ,  1,2,...,
1 1

j j m
k k

 
   

 
. Следовательно, 

 1 2 *1 1 1 ... 1 1 1
1 1 1 1

m
j

k k k k

                           
 

 
2

* * *
2

... ( 1)
1 ( 1) ( 1) 1

m
m

m

C

k k k k

  
     

   
. 

 
1k

k
k Ck Ck

k
   


. 

Остается доказать неравенство (10). По определению 

2 1( 1 )...( 1 )
( 1) ( 1) 2

( 1)
m

k k k m

k k
k k

k

     
         

 

1 1( 1 )...( 1 ) ( 2 )...( 2 )

( 1) ( 2)
m m

k m m

k k k k

k k

        
   
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1 1 1( 1 )...( 1 ) ( 1 )...( 1 ) ( 2 )...( 2 )
( 1) 1 2

( 1) ( 1) ( 2)
m m m

k m m m

k k k k k k
k

k k k

             
         

 

1 1 1( 1) 1 2 1 ... 1 1 ... 1 1 ... 1
1 1 1 1 2 2

m m m
kk

k k k k k k

                                                     
 

 
1 1... ...

( 1) 1 2 1 ...
1 1

m m
k m

k
k k

                    
 

   
1 1 1 1... ... ... ...

1 ... 1 ...
1 21 2

m m m m
m mk kk k

                                 
 

    
1 1 1 2 1 1

2

... ... ... ...
( 1) 2 ...

1 2 1 21
m m m m m

kk Ck
k k k kk


                                

. 

Лемма доказана. 

Пусть ( )f t  — 2π периодическая функция и   0

1

cos sin
2k k

k

kt kt





    — ее ряд Фурье. 

Определим функцию  1 0
, 0,

1

( ) cos sin
2k m k k m

k

g t kt kt







      , где последовательность чисел ,k m  

определяется по формуле (7). Обозначим через ( )k t  и * ( )k t  суммы Фейера для функции ( )f t  и 
( )g t  соответственно. 

Известно следующее утверждение (см. [9]). 
Лемма 2. Пусть 0 1   , 1 p   . Для того чтобы функция ( )f t  принадлежала классу 

 0, ,pH    необходимо, чтобы 

 ( ) ( ) ,k p
f t t Ck     (12) 

и достаточно, чтобы 

 12 2
( ) ( ) 2 ,  1,2,...k k

k

p
t t C k

       (13) 

Следующие утверждения относятся и к гладкости функции ( )g t . 

Лемма 3. Пусть 0 1   , 1 p   , 0 1j   , 1,2,...,j m , 
1

m

j
j

   ,     нецелое. Тогда, 

если  ( ) 0,2pf t H   , то выполняется неравенство 

 1

* * ( )

2 2
( ) ( ) 2 ,  1,2,...k k

k

p
t t C k

       (14) 

Доказательство. Пусть l m  и m  . 

Оценим * *( ) ( )l m p
t t  . Для удобства в дальнейшем индекс p  в норме будем опускать. С 

помощью преобразования Абеля (см. [9]) имеем: 

* * 2

1

1 1
( ) ( ) ( 1)

1 1

l

l m p p
p n

t t p p f
m l 

              
  

1
2 2

1
1 1

2 2
( 1) ( 1)

1 1

l l

p p p p
p n p n

p f p f
m l




   

            
    

1
1

2
( 1)

1

l

p p l l m m
p n

p f f f
m 

 

             
   

 2 .l l m mf f          (15) 

Члены правой части равенства (15) в направлении слева направо обозначим через 
 ( 1,2,...,8)iK i  . Так как для k  справедливы оценки (8)–(10), то при 5,...,8i   члены iK  будут 

порядка ( )C m . Действительно, покажем это, например, для 8K . В силу неравенства (10) 
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m f C m    . Далее, в силу неравенства (8), 2
m m m C m        . Следовательно, 

8K C m  . Оценим 4K . Из неравенства (7) следует: 

 
1

4
1

1
1

m

p n

C
K p C m

m


 

 

   
  , 

 
   

1

1

1 1 1
1 ...

1 2

m

p n

p
mn n




  
 

     
 

  

     
1

1 ...
1 2 1

m m m

m m n n

  

  

 
      

    
 

1 1 2
1 1 1 ... 1

1 2

k

m m m m k

  



                             
 

1

0

1 1
1   

m

p

m

m m



 



    

4 K C m   . 

Аналогично для 3K  имеем 3K Cm . Далее для 2 ,K  в силу неравенства (12), получим 

  2
2

1

1
l

p
p m

K C p p

 

    . Но в силу неравенства 2( 1) pp Cp     для 2K  получаем 2K Cm . 

И, наконец, оценим 1K  для случая 12km   и 2kl  , где 1,2,...k  . В этом случае 
1 1 1

1 1 2km l
 

 
, и 

поэтому    
2 2

2 ( )
1

1 1

1 1 2
2 2

k k

k
p pk k

p m p m

C C
K p p f p C

  

   

          . Таким образом, 

 
1

* *

2 2
( ) ( ) 2 ,  1,2,...k k

kt t C k
      . Лемма доказана. 

Лемма 4. Пусть 0 1,  1 ,  0 1jp         , 1,2,...,j m , 1 2 ... m         и     нецелое. 

Тогда, если  0,2pf H   , то  0,2pg H   . 

Доказательство. Положим 1

* * *
0 1 2 2
( ) ( ),  ( ) ( ) ( )k kkQ t t Q t t t     . В силу леммы 2 справедливо 

неравенство (13). Тогда для ( )kQ t  получаем  ( ) 2 ,  1,2,...k
kQ t C k   , и поэтому функцию ( )g t  

можно представить в виде 
1

( ) ( )k
k

g t Q t




 . Далее, если [ ]n   , то для функции ( ) ( )ng t  имеем: 

 ( ) ( )

1

( ) ( ).n n
k

k

g t Q t




  (16) 

Используя для функции ( ) ( )n
kQ t  неравенство Бернштейна (см.[10])  { }( ) ( ) 2 ,  1,2,...kn

kQ t C k    , 

{ }  — дробная часть  , получаем, что ряд (16) сходится в метрике пространства pL . Таким образом, 

дифференцирование закончено. Остается определить, какому классу принадлежит функция ( ) ( )ng t . 

Обозначим ( ) ( )n
k t  — сумму Фейера для функции ( ) ( )ng t . Как и в предыдущей лемме, можно 

показать, что для функции ( ) ( )n
k t  справедливы неравенства 

 
1

{ }( ) ( )

2 2
( ) ( ) 2 ,  1,2,...k k

kn nt t C k
       . 

Тогда по утверждению леммы 2 функция ( ) ( )ng t  принадлежит классу { }
pH   , а это, по определению, 

означает, что  ( ) 0,2pg t H   . Лемма доказана. 

Пусть ( , )v r  — решение задачи Дирихле 

 
1

( , ) 0,  ( , ) ,

( , ) ( ),  0 2 .r

v r r

v r f

    
       

 (17) 
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Приведем известное утверждение [11], определяющее гладкость решения задачи (17). 

Лемма 5. Пусть 
1

0,  1 ,  p
p

        нецелое. Тогда если  ( ) 0,2pf H    , то 

 
1

( , ) p
pv r H


   . 

Доказательства основных утверждений 
Доказательство теоремы 1. 
Пусть ( , )u r  — решение задачи 1. Представим ее в виде 

  
0

( , ) cos sink
k k

k

u r r a k b k




     . (18) 

К функции (18) формально применим оператор mB . Так как 

 
 

    ,
1

1

1 ... 1

m
m k k k

k m
m

k
B r r r

k k

 
           

,  

то 

  ,
0

[ ]( , ) cos sin .m k
k m k k

k

B u r r a k b k




       (19) 

Пусть ( )f   — достаточно гладкая функция, которая разлагается в ряд Фурье: 

  0

1

( ) cos sin
2 k k

k

f k k





      , (20) 

где 

    1 1
cos ,  sin .k kf k d f k d

 

 

         
    (21) 

Используя граничное условие, получаем: 1[ ]( , ) ( )m
rB u r f   . В силу этого равенства, сравнивая 

ряды (19) и (20) для всех 0,1,...,k   получаем: 

 1 1
, ,,  .k k m k k k m ka b        (22) 

Подставляя полученные коэффициенты в ряд (19), для решения задачи 1 получим следующее 
выражение: 

  1
,

0

( , ) cos sin .k
k m k k

k

u r r k k






        (23) 

Из представления (23) следует, что функция ( , )u r   является решением задачи Дирихле (17) с 

граничным значением  1
,

0

( ) cos sink m k k
k

g k k






       . Если  ( ) 0,2pf H    , то по лемме 4 

( ) pg H   . Тогда, в силу утверждения леммы 5, ( , )u r   принадлежит классу  
1

p
pH


 . 

Единственность решения задачи следует из единственности решения задачи Дирихле. Теорема 1 
доказана. 

Доказательство теоремы 2 
Решение задачи 2 будем искать в виде ряда (18). Так как * [1] 0mB   и * ,[ ] ,  1,2,...m k k

k mB r r k   , то 

для неизвестных коэффициентов ka  и kb  получаем равенство (22). Причем необходимо выполнение 

условия 0 0  . Данное условие эквивалентно условию (4). Далее, существование и гладкость 
решения доказываются аналогично доказательству теоремы 1. Теорема 2 доказана. 
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Б.Т.Төребек 

Шекаралық шартында бөлшек ретті оператор қатысқан кейбір шеттік есептер 
шешімдерінің Никольский класында тегістігі туралы 

Мақалада гармониялық функциялар класында кейбір бөлшек ретті интегралды-дифференциалдық 
операторлар қарастырылды. Осы операторлардың қолданылуы ретінде Лаплас теңдеуі үшін 
шекаралық шартында бөлшек ретті интегралды-дифференциалдық операторлары қатысқан шеттік 
есептер зерттелген. Есептер шешімдерінің Никольский класында тегістігі туралы теоремалар 
дəлелденген. Қарастырылған есептер Лаплас теңдеуі үшін белгілі болған Дирихле жəне Нейман 
есептерін жалпылайды. 

 

B.T.Torebek 

Smoothness of solutions of certain boundary value problems  
with fractional order boundary operators in classes Nikolsky 

In this paper, some integro-differential operators of fractional order in the class of harmonic functions. As an 
application of these operators are studied, two boundary value problems for Laplace equation with the opera-
tor of fractional integro-differentiation in the boundary condition. We prove theorems on the smoothness of 
the solution of these problems in classes of Nikol'skii. Considered problem generalizes the well-known 
Dirichlet and Neumann problems for Laplace equation. 
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УДК 517. 956.2 

А.Тунгатаров, Д.К.Ахмед-Заки  

Финансовая академия, Астана (E-mail: Tun-mat@list.ru, mdina84@mail.ru) 

Об одной системе дифференциальных уравнений в частных производных 
первого порядка с сингулярными прямыми 

Работа посвящена исследованию разрешимости одного класса систем дифференциальных уравнений в 
частных производных первого порядка на плоскости с сингулярными прямыми. Решены задачи Ди-
рихле и Неймана для этого класса. В данной системе уравнений дифференциальная часть содержит 
оператор Фукса. Частные виды таких уравнений рассмотрены в работах З.Д. Усманова, Л.Г. Михай-
лова, А. Тунгатарова, М. Райссига и использованы в теории бесконечно малых изгибаний поверхно-
стей положительной кривизны с точкой уплощения. Рассмотренная система дифференциальных урав-
нений с сингулярностью на прямых ранее  не изучалась. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, сингулярные прямые, Дирихле, Нейман, оператор 
Фукса, пространство Соболева, оператор. 

 

Пусть 00 2 ,    1 2 00 ,      и  0: 0 , 0iG z re r         . Рассмотрим в G уравнение 

 1 2 3

1 2

( ) ( )
2 ( ) 2 ( ) ( )

w w r b w f r
za za a w

z z y k x y k x

 

 

     
      

   
, (1) 

где  1 2 3 1( ), ( ), ( ), ( ), ( ) 0,a a a b f C       ; 1 1 2 2,k tg k tg    , 0 1   ; 0   — действительные 

параметры. Пусть 1p  , если 1  , и 
1

1
1

p 
 

, если 1  . Решение уравнения (1) ищем в классе 

 1( ) ( ).pW G C G  (2) 

Здесь  1
pW G — пространство С.Л. Соболева  1;1 . 

Если уравнение (1) разрешить относительно z w , то оно становится уравнением с сингулярной 

точкой и линией. При 0   и 3 ( ) 0a    такое уравнение изучено в работах З.Д. Усманова, А.Б. Тун-
гатарова, М. Райссига и их учеников [2–4]. При 0   уравнение (1) еще не изучено. 

Используя формулы [1] 

 ( ), ( )
2 2

i ie i e i

z r r z r r

       
   

     
, 

уравнение (1) записываем в полярной системе координат: 

 1 2 1 2 3

1 2

( ) ( )
( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) .

sin cos sin cos

w w b w f r
r a a i a a a w

r k k



 

    
          

       
 (3) 

Решения уравнения (3) из класса (2) ищем в виде 
 ( ),w r    (4) 

где     — новая неизвестная функция из класса 1
1[0, ]C  . 

Пусть 1 2( ) ( )a a   . Подставляя (4) в (3), имеем: 

 ( ) ( ) ( ),A b f            (5) 

где  
3

1 2

1 2

( )
( ( ) ( ) )

( ( ) ( ))

a
i a a

A
a a


    

  
  

,  
1 1 2

( )

sin cos ( ( ) ( ))

ib
b

k a a
 


 

     
, 

 
2 1 2

( )

sin cos ( ( ) ( ))

if
f

k a a
 


  

     
. Используя преобразование 

 1
0

exp( ( ) )A d


      , (6) 
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уравнение (6) записываем в виде: 

 1 1( ) ( ) ( )g h       , (7) 

где  
0

( ) ( ) exp(2 Im )g b i A d


       ,  
0

( ) ( ) exp( )h f A d


       . Интегрируя уравнение (7), полу-

чим: 1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( )g d h d c
 

            , где c  — произвольное комплексное число. Так как 

0 1   , 1 2( ) ( )a a   , то интегралы, имеющиеся в правой части последнего уравнения, сходятся. 

Используя оператор 
0

( )( ) ( ) ( )Bf g f d


     , последнее уравнение записываем в виде: 

 1 1 ,1( ) ( )( ) ( )B F c        , (8) 

где ,1

0

( ) ( )F h d


     . В дальнейшем используем следующие операторы: 

0( )( ) ( )B f f   , 1( )( ) ( ( ))( )n nB B B      , (1, )n   , 

, , 1

0

( ) ( ) ( )n nI g I d


       , ,1

0

( ) ( )I g d


     , (2, )n   . 

Легко можно проверить, что имеют место следующие равенства: 

 , , 1( ( ( )))( ) ( )n nB I I      , 1( )( ) ( ( ))( )n nB B B      , ,1( )( ) ( )Bc c I    , (1, )n   . (9) 

Действуя оператором  1B   на обе части равенства (8), учитывая при этом (9), имеем: 

 2
1 1 ,1 ,1( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )B B BF cI          . (10) 

Из (8) и (10) вытекает 
 2

1 1 ,1 ,1 ,1( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )B BF F cI c              . (11) 

Если снова будем действовать оператором 1( )( )B   на обе части равенства (11), то, учитывая (9), 
получим: 

  3 2
1 1 ,1 ,1 ,2 ,1( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )B B B F BF cI cI                . (12) 

Из (8) и (12) следует 3 2
1 1 ,1 ,1 ,1 ,2 ,1( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )B B F BF F cI cI c                   . 

Продолжая этот процесс 2п раз, получаем следующее представление решений уравнения (5): 

 
2 1

2 1
1 1 ,1 ,2 1 ,2

0 1 1

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) (1 ( ))
n n n

n j
j j

j j j

B B F c I c I



   

  

               . (13) 

Используя виды функций ( )( )jB f  , , ( )jI  , легко можно получить оценки: 

 1
1 1 0

( )
( )( )

!

n
n e

B
n

 
     , 1

,1 0

( )
( )( )

!

j
j e

B F h
j

 
   ,   1

,

( )

!

j

j

e
I

j

 
  , (1, )j n , (14) 

где  10 0,C
f f


 , 

1
1

0
0

max ( )e b d



   . Переходя к пределу в (13) при n  , с учетом оценок (14) 

имеем: 
 1 ,1 ,2( ) ( ) ( ) ( )cP cP F          , (15) 

где ,1 ,2 1
1

( ) ( )j
j

P I


  


   , ,2 ,2
1

( ) 1 ( )j
j

P I


 


    , ,1
0

( ) ( )( )j

j

F B F


 


   . Используя опять (14) и виды 

функций ,1( )P  , ,.2 ( )P   и ( )F  , получим оценки для этих формул: 

 ,1 1( )P sh e    ,  ,2 1( )P ch e    , 10
( ) exp( ).F h e      

Из (4), (6) и (15) следует 

  ,1 ,2

0

( , ) exp ( ) ( ) ( ) ( )w r r A d c P c P F



   

 
             

 
 . (16) 
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Используя виды функций ,1( )P  , ,2 ( )P   и ( )F  , легко можно показать, что функция ( , )w r  , за-

данная по формуле (16), является решением уравнения (1) из класса (2). Таким образом, доказана 
следующая теорема. 

Теорема 1. Уравнение (1) при 1 2( ) ( )a a    имеет многообразие решений из класса (2), которые 
находятся по формуле (16). 

Замечание. Уравнение (1) при 0   рассмотрено в работе [2]. Из видов функций ,1( )P  , 

,2 ( )P   и ( )F   вытекают ,2 ,1( ) 0P g P     , ,1 ,2( ) 0,P g P     ( ) ( )F f g F        . Отсюда полу-

чим: 

 ,1 ,2

0

( ) ( ) ( ) ,P g P d


       ,2 ,1

0

( ) 1 ( ) ( )P g P d


       , 

 ,1

0 0

( ) ( ) ( ) ( )F F d g F d
 

           . (17) 

Из (17) легко можно получить полезные для решения краевых задач равенства: 
  ,1 0 0P  ,  ,2 0 1P  ,  0 0F  , (18) 

 2
,2 ,2

0

1
( ) ( ) 1

2
P d P



      , 2
,1 ,2 ,1

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
g P P d P



        , 

 2

,1 ,1 ,2 ,1

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
g P d P P I



             , 

 2

,2 ,1 ,2 ,1

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
g P d P P I



             . 

Интегрируя по частям n  раз интегралы для ,2 ( )P   и ( )F   из (17), соответственно также получим: 

                ,2 ,1 ,2 1 ,2 ,2 ,2 ,1
1 0 0

1
n n

j j j
j j

P P I P I g I P d


       
 

                

и 

                ,2 ,2 1 ,2 1
1 1 10 0 0

n n n

j j j
j j j

F h d f I d h I d F I
  

       
  

                        

          ,2 ,2
1 0

n

j n
j

F I g F I d


   


            . 

При n   из последних равенств вытекают 
2 2

,2 ,1( ) ( ) 1P P     , 

 ,2 ,1 ,2 ,1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h P d h P d F P F P
 

                   . 

Рассмотрим краевую задачу Дирихле для уравнения (1). 
Задача D. Требуется найти решение уравнения (1) из класса  2 , удовлетворяющее краевому 

условию 
 1( ,0)w r r  , (19) 
где β1 — заданное действительное число. 

Решение задачи. Подставляя формулу (16) в краевые условия (19), имеем: 
 1c   . (20) 
Следовательно, решение уравнения (1) имеет вид: 

  1 ,1 1 ,2

0

( , ) exp ( ) ( ) ( ) ( )w r r A d P P F



   

 
              

 
 . (21) 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема 2. Задача D имеет единственное решение в виде (4). И это решение определяется по 

формуле (21). 
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Теперь рассмотрим задачу Неймана. 
Задача N. Требуется найти решение уравнения (1) из класса (2), удовлетворяющее краевому ус-

ловию 

 2( ,0)
w

r r
 


, (22) 

где 2β — заданное действительное число. 

Решение задачи. Подставляя формулу (16) в краевое условие (22), с учетом (18) имеем: 

      20 0 0c A c b f         . (23) 

Следовательно, при условии      (0) 0 0 0 0A b A b         решение уравнения (23) имеет вид: 

 
 2 2(0)( (0)) 0 ( (0))A f b f

c         



. (24) 

Теорема 3. При 0   задача N имеет единственное решение в виде (4), которое определяется по 
формулам (16) и (24). 

В случае      (0) 0 0 0 0A b A b         для разрешимости уравнения (23) необходимо и до-

статочно выполнение равенства 

 2 2(0)( (0)) (0)( (0)) 0.A f b f           (25) 

При выполнении этих условий решение уравнения (23) находится по формуле 

 

2 5 3
3

2 6 4
4

7 3 4

1
(Re( (0)) ( (0) (0))) , если 0 ,

1
( Re( (0)) ( (0) (0))) , если 0 ,

, если 0 , 0 ,

f i b A

c i f i b A

  

  

        


        


    



 (26) 

где 5 6,   — произвольные действительные и 7  — произвольное комплексное числа, 

3 Re( (0) (0))A b
    , 4 Im( (0) (0))b A

    . 

Теорема 4. При 0   и выполнении условия (25) задача N имеет бесконечное множество реше-
ний, которые находятся по формулам (16) и (26). 
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А.Түнғатаров, Д.К.Ахмед-Заки 

Cингулярлы сызықтармен бірінші ретті дербес туындылы дифференциалды 
теңдеулер жүйесі туралы 

Мақалада сингулярлы түзулерді жəне дифференциалды бөлігінде Фукс операторы бар бірінші ретті 
дербес туынды дифференциалды теңдеулер жүйесінің үзіліссіз шешімдері алынған. Осы кластар үшін 
Дирихле жəне Нейман есептері шешілген. Бұл жүйенің дифференциалды бөлігінде Фукс операторы 
бар. Осы теңдеулердің дербес түрлері. З.Д.Усмановтың, Л.Г.Михайловтың, А.Түнғатаровтың, 
М.Райссигтің жұмыстарында қарастырылған жəне тығыздалу нүктесі бар оң қисықтанған беттердің 
шексіз аз иілу теориясында қолданылған. Бұл түзудегі сингулярлығы бар дифференциалды теңдеулер 
жүйесі бұрын зерттелмеген. 

 

A.Tungatarov, D.K.Ahmed-Zaki 

About one first order system of the partial differential equations with singular lines 

Work is received one variety of continuous solutions by one class first order partial differential equations in 
plane with singular lines. The Dirihlet and Neumann boundary value problems for this class are solved. In the 
given system the differential part of the equations contains Fuks operator. Partial views of such equations are 
considered in Z.D.Usmanov, L.G.Mikhailov, A.Tungatarov, M.Riessig's works and are used in the theory in-
finitesimal bendings of surfaces of positive curvature with a flattening point. The considered system of the 
differential equations with singularity on lines earlier was not studied. 
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Многообразия m-групп 

В статье приведено предположение, что m–группа — это пара (G,  ), где G — это l –группа, а   озна-

чает порядок двух автоморфизмов G. m–группа может быть определена как алгебраическая система 
сигнатуры -1 =  ·, , ,  , , m e      и очевидно, что m–группы образуют многообразие в этой сигнатуре. 

Множество M многообразий всех m–групп является частично упорядоченным множеством относи-
тельно теоретико-множественного включения. Более того, M является решеткой относительно естест-
венно определенных операций пересечения и объединения многообразий m–групп. Эта статья являет-
ся обзором недавних результатов о решетке M многообразий m–групп.  

Ключевые слова: решеточно-упорядоченная группа, сигнатура, автоморфизм, аддитивная группа, мно-
гообразие, решетка, реверсивное многообразие. 

1. Введение 

Напомним [1], что m-группой называется алгебраическая система G сигнатуры 

 1, , , , , ,m e 
     

где 1, , , , ,G e      является решеточно-упорядоченной группой ( l -группой) и одноместная опера-

ция   есть автоморфизм второго порядка группы 1, , ,G e     и антиизоморфизм решетки , , ,G    
т.е. для любых ,   Gx y   верны соотношения 

( ) ,xy x y    

( ) ,x x    

(  ) ,x y x y      

(  )  .x y x y      
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В дальнейшем m -группу G  с фиксированным автоморфизмом   записываем как пару (G, ).  
Пусть — некоторое линейно упорядоченное множество. Через Aut( )  и Mon ( ) обозначим 

группы (относительно суперпозиции) всех монотонно возрастающих и монотонных подстановок ли-
нейно-упорядоченного множества   соответственно. Очевидно, что 

Aut( )  Mon( ).    
Пусть 

2 Mon( )\ Aut( ) и  .a a e     
Тогда будем называть a  — реверсивным автоморфизмом 2-го порядка .  Следуя [1], будем гово-
рить, что m -группа (G, )  представима порядковыми подстановками линейно-упорядоченного мно-

жества ,  если G  Aut( )   и g aga   для любого G,g   где a — реверсивный автоморфизм 2-го 
порядка .  Этот факт записываем в виде (G, ,a).  

Пример. Пусть   R  — естественно линейно-упорядоченное множество действительных чи-
сел. Определим 

( ) - 5    .x a x x R     
Тогда ( ( ), , )Aut R R a  есть m -группа. 

M.Giraudet и F.Lucas [2] доказали следующую теорему. 
Теорема 1.1. Всякая m -группа ( , )G   имеет точное представление порядковыми подстановками 

некоторого линейно-упорядоченного множества .  
Класс М всех m -групп образует многообразие сигнатуры .m  Множество всех многообразий 

m -групп М является частично упорядоченным множеством относительно теоретико-множественного 
включения. Более того, М есть решетка относительно естественно определенных операций пересече-
ния и объединения многообразий m -групп. Пусть ( , )G   — некоторая решеточно-упорядоченная 
( l -группа) группа. 

Через G  обозначим l -группу, полученную из G путем обращения порядка. Относительно коор-
динатного порядка прямое произведение G G  является l -группой. Пусть ( , ) .x y G G   

Определим отображение 
 :     Exch G G G G     
по правилу 
 ( , ) ( , ).x y Exch y x  

Тогда пара ( , )G G Exch  будет m -группой. 
M.Giraudet и J.Rachunek в [1], в частности, показали, что многообразие всех абелевых m -групп 

A порождается ( , ), Z Z Exch  где Z — естественно упорядоченная аддитивная группа целых чисел. 

Здесь же отметим, что многообразие m -групп I, определяемое тождеством -1,x x   порождается 
m -группой ( , ),Z Inv  где 

( ) -     .z Inv z z Z    

2. Многообразия m-групп 

Как уже упоминалось выше, множество всех многообразий m -групп M является частично упо-
рядоченным множеством относительно теоретико-множественного включения и, более того, M есть 
решетка. 

Тривиальное многообразие m -групп E является наименьшим элементом M. Будем говорить, что 
многообразие m -групп X является накрытием многообразия m-групп Y (X накрывает Y), если Y X  
и для любого многообразия m-групп Z такого, что  Y Z X  , выполнено Z Y  либо Z X . 

Теорема 2.1 [1]. 
1) Многообразие m-групп I является накрытием E, 
2) Многообразие всех абелевых m-групп A накрывает I. 
Рассмотрим группу 

 2 0 1 0 1 0 1 1 0, ,  |  [ , ] , , .b bS a a b a a e a a a a       
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Если 2  ,g S  то g представим, причем единственным способом, в виде 

 0 1 , , ,  Z. k m ng b a a k m n   
Относительно лексикографического порядка, т.е. 
      0  g e k    
или 
 0,   0,   0,k m n    
группа 2S  будет решеточно-упорядоченной. 

Определим отображение 
 2 2:   S S   
по правилу 
 - - -

0 1( ) a .k m ng b a   

Тогда 2( , )S   будет m-группой. 

Через S обозначим многообразие m-групп, порожденное 2( , ).S   Тогда имеет место следующая 
теорема. 

Теорема 2.2 [3, 4]. Многообразие S является единственным неабелевым накрытием многообра-
зия m-групп I. 

Пусть p — произвольное простое число. 
Рассмотрим группу 

 0 1 -1 1 -1 0, , , ,  |  [ , ] ,  , .b b
p p i j i i pS a a a b a a e a a a a       

Относительно лексикографического порядка группа pS  является решеточно-упорядоченной. На по-

рождающих элементах определим отображение 
 1: ( ) ,p i p ka a     

 1( 1) mod( ), ( ) .pk p i p b b      

Прямая проверка показывает, что p  есть автоморфизм второго порядка группы pS  и антиизомор-

физм решетки pS , т.е. для каждого p пара ( , )p pS   будет m-группой. 

Теорема 2.3 [5]. Пусть pS  — многообразие m-групп, порожденное ( , )p pS  . Тогда: 

1) pS — накрытие многообразия всех абелевых m-групп A для каждого p; 

2)  p qS S  при .p q  

M.E.Huss, N.R.Reily [6] на решетке многообразий l -групп L определили автоморфизм второго 
порядка .  Напомним определение этого автоморфизма. 

Рассмотрим произвольную l -группу ( , ). G   

Через  G  обозначим l -группу, полученную из исходной группы путем обращения порядка. Да-
лее, если {  |     } iV G i I   — некоторое многообразие l -групп, то тогда 

 ( ) {  |     }.iV G i I    
Если верно равенство ( ) , V V   то тогда многообразие V называется реверсивным. Несложно 

показать, что система тождеств (сигнатуры l ), определяющая реверсивное многообразие, задает не-
которое многообразие m-групп. 

В теории многообразий l -групп важную роль играет многообразие l -групп N с субнормальны-
ми скачками. Как показал W.Ch.Holland [7], это многообразие замечательно тем, что оно является 
наибольшим нетривиальным элементом решетки многообразий l -групп L. 

Известно [6], что многообразие N реверсивно. Таким образом, тождество 
-1 -1 2 2(   ) (    ) (   ) (   )    x e y e x e y e e e       

определяет многообразие m-групп mN  с субнормальными скачками. Верна следующая 

Теорема 2.4 [8]. Многообразие m-групп mN  с субнормальными скачками является наибольшим 
нетривиальным элементом решетки многообразий m-групп M. 
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Известно (см., напр.,[6]), что многообразие всех o-аппроксимируемых l -групп R реверсивно. 
Следовательно, тождество 

-1 -1(  ) ,y x y x e e      

определяющее R, задает и многообразие mR  всех o-аппроксимируемых m-групп. Через MRm  обозна-
чим решетку o-аппроксимируемых многообразий m-групп. 

Теорема 2.5. [3]. 
1) В решетке RmM  имеется континуум многообразий, каждое из которых в ней имеет континуум 

накрытий, 
2) cуществует o-аппроксимируемое многообразие m-групп, которое не имеет накрытий в решет-

ке RmM , 
3) cуществует o-аппроксимируемое многообразие m-групп без независимого базиса тождеств. 
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А.В.Зенков 

m-Группалардың көпбейнелері 

m-группа деп (G,  ) жұбын алайық, мұндағы G — l-группа, ал   G екі автоморфизмнің ретін 

білдіреді. m-группа 1, , , , ,m e 
     алгебралық сигнатуралар жүйесі ретінде анықтала алады жəне 

m–группалар осы сигнатурада көпбейнелілікті құратыны айқын. Барлық m-группа көпбейнелерінің М 
жиыны теоретикалық-жиынды енгізуге қатысты жартылай реттелген жиын болып табылады. Соны-
мен қатар М дегеніміз m-группа көпбейнелерінің айқын түрде анықталған қиылысу жəне бірігу амал-
дарына қатысты тор болады. Бұл мақала m-группалардың M көпбейнелерінің тордағы кейінгі 
нəтижелеріне шолу болып табылады. 

 

A.V.Zenkov 

On varieties of m-groups 

Recall that an m-group is a pair (G,  ), where G is an l-group and   is a decreasing order two automorphism 

of G. An m-group can be regarded as an algebraic system of signature 1, , , , ,m e 
     and it is obvious 

that the m-groups form a variety in this signature. The set M of varieties of all m-groups is a partially ordered 
set with respect to the set-theoretic inclusion. Moreover, M is a lattice with respect to the naturally defined 
operations of intersection and union of varieties of m-groups. This article is a survey of the recent results 
about the lattice of varieties of m-groups M. 
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Обратная задача геоэлектрики в дискретной постановке 

В работе рассмотрена обратная коэффициентная задача для системы уравнении Максвелла (волновой 
вариант). При специальном задании стороннего тока, соответствующего мгновенному включению, 
параллельного оси, сосредоточенного на земной поверхности, система уравнений Максвелла сведена 
к двумерной задаче относительно одной компоненты электрического поля. Исследован оптимизаци-
онный метод решения обратной коэффициентной задачи для уравнения геоэлектрики в дискретной 
постановке. Построен градиент функционала на дискретном уровне. Для минимизации функционала 
применен метод наискорейшего спуска. 

Ключевые слова: уравнение Максвелла, геофизическая модель, минимизация функционала, метод на-
искорейшего спуска, след решения. 

 
Постановка основной задачи. Сформулируем постановку прямой и обратной задач для систе-

мы уравнений Максвелла [1–2]: 

 

3
3 1 2 30, 0, ( , , ) .

t

μ 0, 0.
t

cmE rotH E j x x x x R

H rotE t

        
    
 

 (1) 

Здесь E = (E1, E2, E3)
T, Н = (Н1, Н2, Н3)

T — векторы напряженности электрического и магнитного 
полей; ε, μ — диэлектрическая и магнитная проницаемость среды;   — проводимость среды; cmj  — 
плотность сторонних токов. 

Рассматривается геофизическая модель, в которой поверхность Земли считается плоской. Физи-
ческое пространство R3 переменных 1 2 3( , , )x x x x  разобьем плоскостью 3 0x   на два полупростран-
ства: 

3 3
_ 3

3 3
3

{ | 0} (воздух),

{ | 0} (земля).

R x R x

R x R x

  

  
 

Полагаем в 3
-R  параметры ε, μ, σ постоянными, а в 3R  — гладкими функциями до границы 3 0x  . 

Коэффициенты ε, μ, σ на границе 3 0x   имеют конечный разрыв, поэтому система (1) понимает-
ся следующим образом: считается, что для векторов E, H система (1) выполнена отдельно для точек 

3 3
- , ,x R x R   а при 3 0x   тангенциальные компоненты векторов E, H удовлетворяют условиям не-

прерывности: 
 

3 30 0| | ,j x j xE E   
3 30 0| | ,j x j xH H   j = 1, 2. (2) 

Полагаем, что электромагнитное поле до момента времени t = 0 отсутствует: 

 
0 0

( , ) 0, 0cm

t t
E H j

 
  , (3) 

а затем возбуждается сторонним (внешним) током ( , )j j x t . 
Задачу (1)–(3) при заданных коэффициентах ε, μ, σ и стороннем токе jcm называют прямой зада-

чей. 
В разведочной геофизике наибольший интерес представляют задачи по определению коэффици-

ентов ε, μ, σ как функции точки 3x R . Для определения этих коэффициентов на плоскости 3 0x   
задаются тангенциальные компоненты электромагнитного поля, отвечающие решению задачи (1)–(3): 
 

3 0 1 2| ( , , ),j x jE x x t    
3 0 1 2| ( , , ),j x jH x x t    1,2j  . (4) 

Суть обратной задачи состоит в определении ε, μ, σ по известным функциям j , j , 2,1j . 

Функции ,j  j  связаны между собой линейными соотношениями. То есть если функции j  

известны, то, решая (1) при условиях (3) c начально-краевыми условиями 
3 0| ,j x jE    1,2j  , можно 
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однозначно найти E, H, а следовательно, и вычислить функцию j , 1,2j  . Тогда в (4) независимы 

только две функции: 1 , 2  или 1 , 2 . 
Постановка обратной задачи с данными (4) является переопределенной, для определения трех 

функций одной переменной задается функция трех переменных. В монографии В.Г. Романова [1] по-
казано, что для однозначного решения обратной задачи достаточно задать преобразование Фурье 
функции 1 1 2( , , )x x t  по переменным 1 2,x x  при трех различных значениях параметра преобразования 

1 2ν ν (ν ,ν ), 1,2,3,k
k k k    и можно выделить такую информацию, при которой размерность опре-

деляемых функций и используемой для этого информации совпадают. Мы рассмотрим и построим 
оптимизационный метод решения обратной задачи для системы уравнений Максвелла, изложенный в 
монографии В.Г.Романова, С.И. Кабанихина [2]. 

Пусть источник стороннего тока имеет вид 

 (0,1, 0) ( ) ( ) ( ).
1 3

cm Tj g x x r t   (5) 

Здесь через (…)Т обозначен вектор-столбец, 1( )g x , ( )t  — функции, описывающие распределение 

источника по переменным 1x , t соответственно. 
Задание стороннего тока в виде (5) соответствует мгновенному включению тока, параллельного 

оси 2x , сосредоточенного на земной поверхности 3 0x   и распределенного по оси 1x  с плотностью 

1( )g x . Предположим, что коэффициенты системы уравнений Максвелла не зависят от переменной 

2x : 

 1 3 1 3 1 3ε ε( , ) 0, μ μ( , ) 0, ( , ) 0.x x x x x x         (6) 
При принятых предположениях (5), (6) в системе уравнений Максвелла ненулевыми останутся 

только три компоненты: Е2, Н1, Н3, и сама система (1) будет иметь вид: 

 
2 3 1 2 1 3

1 3

1 2 3 2
3 1

( ) ( ) ( ) 0,

0, 0.

E H H E g x x r t
t x x

H E H E
t x t x

            
         
    

 (7) 

Пусть известна дополнительная информация вида 
 

32 0 (1) 1| ( , ).xE x t    (8) 

Необходимым условием того, что функция (1) 1( , )x t  является следом решения задачи (7) с на-

чальным условием (Е2, Н1)|t < 0 = 0 является равенство (1) 1( , 0)x   = g(x1)/2. Если функция (1) 1( , )x t  за-

дана, а коэффициенты системы (7) известны при 3 0x  , то, используя (8) как граничное условие, ре-

шим прямую задачу при 3 0x  , т.е. определим: 

 
31 0 (2) 1| ( , ).xH x t    (9) 

Задание условия (9) дает возможность вычисления прямой задачи при 3 0x   (в воздухе) освобо-

диться от необходимости учета условий склейки на границе 3 0x   и ограничиться при численном ре-

шении обратной задачи минимальной по размеру областью в плоскости переменных 3 ,x t . 
После исключения из системы (7) частных производных компонент Н1, Н3 получим относитель-

но Е2 уравнения: 

 
2

2 3 2 2 1 32
1 1 3 3

1 1
( ) ( ) ( ),E E E E g x x r t

t t x x x x

                          
 (10) 

 1
1 3, 0, 0,x R x t    (11) 

 2 0
0

t
E


 , 

 
3 32 0 (1) 1 2 0 (2) 1

3

1
| φ ( , ), φ ( , ).

μx xE x t E x t
x t 

  
    

 (12) 
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Если коэффициенты уравнения (10) не зависят от переменной 1x , то, применяя преобразование Фурье 

 
1xF  , получим постановку одномерной задачи: 

  
3 3

2 1
3

1
, ,tt t x x x R


          

 
 (13) 

 
0

0
t

  , (14) 

 
3 3 0 (2)

1
(0, ) ( ),x xv t f t

 
  

 (15) 

 ν(0, t) = f(1)(t), (16) 
где   — параметр Фурье, 

13 2 1 3 1 3( , ) [ ( ,0, , )], ( ) ( ) ( ),xv x t F E x x t g x q x r t    

1 1(1) (1) 1 (2) (2) 1( ) [φ ( , )], φ ( , ) .x x

d
f t F x t f F x t

dt
     

 

Прямая задача. По известным значениям , ,    найти 3( , )x t  как решение смешанной задачи 
(13)–(16). 

Возможны следующие постановки обратных задач. 
Обратная задача (I). Найти 3( )x , 3( , )x t  из (13)–(16) по известной (1) ( )f t  при фиксированном 

0   . 

Обратная задача (II). Найти 3( )x , 3( , )x t  из (13)–(16) по известной (1) ( )f t  при фиксированном 

0   . 

Обратная задача (III). Найти 3( )x , 3( )x , 3( , )x t  из (13)–(16) по известным (1) ( )f t  при 

1 2,    . 
Алгоритмы решения обратной задачи. Для численного решения прямой задачи (13)–(16) ис-

пользовалась неявная схема. В качестве аппроксимаций функций 3( )q x , ( )r t  примем 

3 0 3 0
3

3 0

cos( ( / 1)) 1, [ ,0],
( )

0, [ ,0],

x t x l
q x

x l

    
   

 

0 0

3 0

cos( ( / 1)) 1, [0, ],
( )

0, [0, ],

t t t t
r t

t

    
    

 

Функции 3( )q x , ( )r t  приближенно описывают колоколообразный тип источника, близкий к ре-
альной ситуации. При численном решении целесообразно построить сетку, сгущающуюся в области 
больших изменений функций 3( )q x , ( )r t . Используя, например, методику построения таких сеток из 
работы [3], получим: 

 

0
0

0

0 1
0 0 1,

1 0

1

2
arccos 1 , 0 ,

2

2( )
( ) arccos 1 ,

2

, 1.

t q
q q

q

t q q
t q t q q q

q q

aq b q q

  
      

          
   



 (17) 

Здесь 0 1 1 0 1( 1) / ( 1), ( ) / ( 1)a t q b q t q      . Основная идея построения таких сеток заключается в 

следующем. Функция ( )r t  симметрична относительно точки 0 / 2t t , поэтому отрезок [0,1] разбива-

ем на три участка: 0 0 1 1[0, ],[ , ],[ ,1]q q q q . Первый из них отвечает большим изменениям функции ( )r t  

(при 00
2

t
t  ), и отображение t (q) на этом участке строится как обратная к ней функция. Обозначим 

ее через 1( )t q  (при 00 q q  ). 
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Второй участок, в силу симметрии ( ),r t  получается зеркальным отображением 1( )t q , обозначим 

его через 2 ( )t q  и, наконец, третий участок отвечает за разрежение сетки; отображение 3( ) ( )t q t q  на 
этом участке можно построить, например, линейным образом: aq b . После склейки отображений 

1( )t q , 2 ( )t q , 3 ( )t q  получим неравномерную сетку (17). 
Приведем алгоритм решения обратной задачи (I). Пусть известна дополнительная информация 

 (0, ; ) ( ).u t f t   (18) 
Пусть p — приближенное решение обратной задачи. Рассмотрим функционал 

 J (p)= 2

0

[ (0, ; ) ( )] .
T

u t p f t dt  (19) 

По той же схеме, как это описано в [3], вычислим градиент: 

 
0

( ) .
T

tJ p u dt    (20) 

Здесь Ф — решение сопряженной задачи: 
 

3 3

2 .tt t x xp        , 30 , 0x l t T    , (21) 

 
 | 0, | 0,t T t t T      (22) 

 
3 30| 0, | 0,x x l      (23) 

 
3

3 0
2[ (0, ; ) ( )].x x

u t p f t


    (24) 

Следуя работе [4], приведем эффективный алгоритм решения обратной задачи оптимизационным ме-
тодом в дискретной постановке. Рассмотрим дискретный аналог функционала (19): 

 2
0

1

( ) [ ] .
M

k k
h h

k

J p y f


    (25) 

Повторяя методику из работы [4], для нашего случая получим, что градиент функционала (25) имеет 
вид: 

 0 1 1

2

( )
M

k k
h h i i i i

k

J p y y 



      , (26) 

где k
iy — решение прямой задачи: 

 
3 3

2
t itt x x

y py y y     , 1 ,i N   1 k M  , (27) 

 0 0,iy  ,0 0,ty   0..i N , (28) 

 
3 ,0 ,k

xy f 1..k M , (29) 

 0,k
Ny   1..k M , (30) 

а сеточная функция k
i  — решение сопряженной задачи: 

 
3 3

2 ,tt x xt
p         k = M–1, .., 2, i = 1..N–1, (31) 

 0,M
i 

,
0,M

t i
   (32) 

 0 0,k  0,k
N  1.. 1k M  , (33) 

 
3 ,0 02[ ].k k

x y f    (34) 

Приведем общую схему оптимизационного метода: 
10. Задаем начальное приближение p(0)(x3), решаем прямую задачу (27)–(30), находим 

(0) (0)
3 3{( ) , , ( )}i ky x t p x . 

20. Вычисляем краевые условия (34) и решаем сопряженную задачу (31)–(34), находим 
(0) (0)

3 3{ , , ( )}.kx t p x  
30. Вычисляем градиент функционала (26). 
40. По методу спуска 1

3 3 3( ) ( ) ( ( ))n n n
np x p x J p x      находим очередное приближение (1)

3( ).p x  
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50. Вычисляем значение функционала (25) Если он достиг минимума, то полагаем в качестве 
приближенного решения обратной задачи функцию (1)

3 3( ) ( ),p x p x если нет, то, полагая 
(0) (1)

3 3( ) ( ),p x p x  возвращаемся к пункту 20. 
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Б.Б.Шолпанбаев 

Дискретті қойылымдағы геоэлектриканың кері есебі 

Мақалада Максвелл теңдеулер жүйесінің (толқындық түрі) кері коэффициенттік есебі қарастырылды. 
Оське параллель жер бетінде орналасқан, бірден қосылған жəне арнайы берілген шеткері токқа 
байланысты Максвелл теңдеулер жүйесі электр өрісінің бір компонентіне байланысты екі өлшемді 
есебіне келтірілген. Дискреттік қойылымдағы геоэлектрика теңдеуінің кері коэффициенттік есебін 
шешудің тиімділеу тəсілі берілген. Дискреттік деңгейдегі функционал градиенті тұрғызылған. 
Функционалды минимизациялау үшін жылдам түсу əдісі қолданылған. 

 

B.B.Sholpanbaev 

Inverse problem geoelectrics in discrete formulation 

In this paper we consider the inverse coefficient problem for Maxwell's equations (wave version). If the 
special task of the external current, corresponding to instantaneous switching, parallel to the axis centered on 
the earth's surface the system of Maxwell's equations is reduced to two-dimensional problem with respect to 
one component of the electric field. We consider the optimization method for solving the inverse conductivity 
problem for the equation of geoelectrics in discrete formulation. A gradient of the functional on a discrete 
level is constracted. To minimize the functional we use the method of steepest descent. 
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