
Серия «Математика». № 4(80)/2015 9 

УДК 517.51 

Ш.Билал, А.Б.Даржанова  

Институт математики и математического моделирования МОН РК, Алматы 
(E-mail: bilal44@mail.ru) 

Об одном трехвесовом неравенстве типа Харди 

В статье получены необходимые и достаточные условия выполнения весового неравенства типа 
Харди. Условия на весовые функции определяют и непрерывные компактные вложения. Найдены 
двухсторонние оценки, совпадающие по порядку. Даны критерии компактности оператора вложения. 
Доказаны некоторые леммы, являющиеся основополагающими при доказательстве основных теорем 
методом локализации. 
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С возникновением нового направления в функциональном анализе — теоремы вложения функ-
циональных пространств — выяснилось, что изучение многих качественных свойств дифференци-
альных и интегральных операторов эквивалентно установлению соответствующих теорем вложения с 
теми или иными свойствами. Особенно подход дает плодотворные результаты в установлении 
свойств сингулярных операторов и теорем вложений весовых пространств. В этом направлении по-
лучены фундаментальные результаты в работах С.М.Никольского, Л.Д.Кудрявцева, А.Куфнер, 
П.И.Лизоркина, В.Г.Мазья, Ж.Л.Лионса, Э.Мадженеса, А.Пича, М.Ш.Бирмана, М.Отелбаева, 
С.И.Похожаева, Р.Ойнарова, В.И.Буренкова, К.Бойматова, В.Д.Степанова и других [1–21]. 

Пусть  , ;p pW W y     — пространство, полученное замыканием множества финитных, абсо-

лютно непрерывных на  , ,J a b a b       , функций  f f AC J  
 


по норме 

;
pW p p

f f f


     1 .p    p pL L J  — пространство измеримых на J  функций ,f  для кото-

рых конечна норма  

 

 

1/

при 1 ;

sup при ;

p
p

J
p

x J

f x dx p
f

rai f x p


 
      
  



 , ,s r sL L r J  — пространство измеримых на J  функций t , с конечной нормой 
,

,
s r s

f rf

1 .s     
Данная работа посвящена установлению необходимых и достаточных условий на весы, при ко-

торых имеют место непрерывные, компактные вложения в виде 

 .q
rf c f f

 
    (1)

Мы здесь будем считать, что , , r   — заданные весовые функции, определенные на интервале 

 , ,J a b a b       , удовлетворяют на этом интервале следующим требованиям: 

       
       

1
10 , ;

0 , 0 .

loc loc

loc loc

x L J x L J

x C J r x C J


    

    
Введем в рассмотрение следующие величины, характеризующие локальное поведение весовых 

функций: 

       1 1, sup 0 : , , ;
x yx

x d x

x y d d d x d x y J


 



               
  

   

 
 

     
 

1

, ,

sup 0 : sup 1, , ;
x d

x x d t x d x x d

d x d t d x x d J


 

    

           
  

  
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    , .d x x d x   

Обозначим  

             , , , , , , .x x d x x d x x x x x d x x x x x d x                                 

Лемма 1. Имеет место неравенство 

 
 

 

 
 

 

   1 12 .
y d y x d x

y d y x d x

d d y x

 

 

 
 

 

           (2) 

Доказательство. Допустим, что найдутся точки  0 0 0,x y x  такие, что 

 

 

 
 

 

 
0 0 0 0

0 0 0 0

1 12 .
y d y x d x

y d y x d x

d d

 

 

 
 

 

         

Отсюда 
 

 
 

 
0 0 0 0

0 0

1 12 .
y d y x d x

y x

d d

  
          Умножая обе части неравенства на

 
 

0

sup ,
t x

t


  получим 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
0 0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0

1 1 11 sup 2 sup sup 1.
y d y x d x y d y

t x t x t xy x y

t d t d t d

    
  

  
                   

Это противоречие и доказывает лемму. 

Следствие. Для всех  y x   
 

 
 

1 12 .
y x

d d
 

 

 

         

Лемма 2. Функции        ,x x d x x x d x          непрерывны и монотонно возрастают в J . 
При этом 

 

   
 

   lim , lim
x a x b
x b x a

x a b x b a 

 
 

    . 

Лемма 3.  locf AC J   справедлива оценка 

 
 

 
 

 
 

   
 

   1sup sup sup .
t x t x t xx

f t d rai t f t t f t

  

         
 

  (3) 

Лемма 4. Пусть  ;   — ограниченный отрезок из  ,J a b . Тогда справедливость неравенства 

   , ,L L
rf c f

    
   для всех , ,f AC f AC

                 

 
 эквивалентна условию 

 

   

   

1

1

sup ;

sup ,

x

x

x x

A r x d

A r x d



  




 

     

 
       

 




  (4) 

где ,AC    
 


 — пространство абсолютно непрерывных функций  f x  таких, что   0,f    

а ,AC    
 


 — пространство функций    locf x AC J  с   0.f    При этом для наименьшей кон-

станты C  имеет место оценка 1 2C A C C A  , где 1 2,C C  не зависят от весовых функций. 

Доказательство достаточности. Пусть , .f AC     
 


 Тогда     ,

x

f x f t dt


   умножая обе 

части на   ,r x
 
имеем         .

x

r x f x r x f t dt


   Отсюда 
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               

 
         

1 1

1

,
,

sup .

x x

x

L
t

r x f x r x t f d r x d

rai t f r x d f


 

 


 

   

         

        

 

 
 

Итак, 

 
   

 
     

1

,
, ,

sup sup .
x

L
x x

r x f x r x d f



 

      

       

Пусть , .f AC     
 


 Тогда     ;

x

f x f t dt


   

                   

   
 

         

1

1 1

,
,

,

sup .

x x

L
tx x

r x f x r x f t dt r x f x r x f d

r x d rai t f t r x d f


 


 
 

 
  

          

           

 

  
 

Таким образом,    
   

 
     

1

, ,
, ,

sup sup .
L L

x x x

rf r x f x r x d f
 




   
     

        

Необходимость. Пусть выполнено 

    , ,
.

L L
rf c f

    
   (5) 

Положим, что    1 .
x

f x d



     Тогда, подставляя в (9) данное выражение, имеем: 

 
   1

,

sup .
x

x

A r x d C

   

      

Аналогично для    
 

   1 1

,

, sup .
xx x

f x d A r x d C
 

 

  
           

Лемма 5. Существует не более чем счетное множество точек  ix  таких, что 

   , ,i i i i
i

U x d x x d x J       причем    1 1 .i i i ix d x x d x 
     

Доказательство. По лемме 2 функции    x x d x     монотонно возрастающие и непрерыв-

ны. Покроем интервал  ,J a b  отрезками      , .x x d x x d x        Докажем существование не 

более чем счетного количества таких интервалов, что   ,i
i

U x J   причем    1 1 .i i i ix d x x d x 
     

Пусть 0 .x J  Строим отрезок      0 0 0 0 0, .x x d x x d x        Процесс деления интервала на-

правим от точки 0x  к правому концу. Если  0 0 ,x d x b   то процесс построения интервала вправо 

завершается. 
Если  0 0 ,x d x b     то тогда по определению      0 0 0x x d x b b         и существует 

точка x такая, что    0 0 .x x d x     Следовательно, для значения  0 0 ,x d x  заключенного меж-

ду значениями непрерывной функции на концах отрезка  0 , ,x x  существует такая точка  1 0 , ,x x x

что    1 0 0 ,x x d x     т. е.      1 1 1 0 0 .x x d x x d x        Итак, мы построили отрезок 

     1 1 1 1 1, ;x x d x x d x J          

   1 1 0 0 .x d x x d x     
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Продолжая процесс, мы получим последовательность точек  ix  таких, что 

0 1 2 ... ... ,nx x x x b       т.е. возрастающую и ограниченную сверху. Эта последовательность имеет 

предел, причем lim .nn
x b


  Если lim ,nn

x b


  то    lim 0,n
n

d x d x 


   что невозможно, и процесс по-

крытия интервала завершен. Покрывая аналогичным образом интервал, тем самым покроем весь ин-

тервал J   не более чем счетным числом указанных отрезков. Лемма доказана. 
Рассмотрим вопрос о существовании оценки 

  , 1 .
S

rf c f f s
 
       (6) 

Справедлива следующая 
Теорема 1. Для вложения пространств 1

,s rW L   1 s    или для выполнения неравенства (6) 

необходимо и достаточно выполнение условия 

    
 

1 .

s

s

J t

A r t d dt



  
       

    
   (7) 

Если C  — наименьшая const  в (6), то существуют постоянные 1 2,C C  и 1 2 .C C C     

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено (6). Покроем J  отрезками    .ix



  

В силу леммы 1 и ее следствия имеет место оценка 

    
   1

1 12 .
i ix x

d d
 



 

 

         (8) 

Введем следующие функции: 

 

   

       

 

2

1 2 2

2 1

1
1

1

1

1 1 1
2

2

1

при ;

при ;

0 при ,

i

i i i

i i

t i

k
k ix

x x x

i i

x x t

i

k
k i

d t x

t d d d t x

t x



  

 


 

 



    





 


    




 
                


  





  





 

   .
N

N i
i N

f t t



   

Оценим нормы   1i W
t



  и  
,

.
S r

i L
t  

По определению 

   1i i iW L
L

t
 



          

     

       

2 2 2 1
2

1 2 2

1 2
2 1

1

1

1 1 1

sup max sup ;

sup

i i i i
i

i i i

i i
i i

t

i i
x t x x t xL L x

x x x

x t x x x t

rai rai d

rai t d d d

     

  

 
 

  

   



  

 

                    
                       



  

 

     
1 2

2

1max 1, sup 14 max 1,14 14.
i i

i

t

x t x x

rai t d
 





 

                
  
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При этом мы воспользовались неравенством (8), т. е. 

       

       

1 1 1

2 2 1

1 1 2

1 1

1 1 1 1

1 1 1 13 7 14 .

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

d d d d

d d d d

  

  

  

 

   

   

               

               

   

   
 

Далее 

   
2 1

2

1max sup ;
i i

i

t

i L x t x x

t d


 


 

 

     


  

       

       

1 2 2

1 2
2 1

1

2 1 1
2 1

1

1 1 1

1 1

sup

max 7 sup , 5 sup ;

i i i

i i
i i

i i

i i i i
i i

x x x

x t x x x t

x x

x t x x t xx x

t d d d

t d t d

  

 
 



  
 



  

 

 

   

                  
        


  

 

 

       

 

1 2

1 1 2
1

1 17 sup ;14 sup

max 7 2,5 2,7 2;7 7.

i i

i i i i
i i

x x

x t x x t xx x

t d t d
 

  


 

   

        


 

   

Таким образом,   1
14 7 21.i W

t


     

Далее 

       

   
 

   
 

1

2 2 2 2

1 2

1 1

1 1 11
2 , где

2

i i

i i i i

i

i i

s s
x xt t

S s s
i S

x x x x

s
x t

s s

x t x t

r r t d dt r t d dt

r t d dt d d



   

 

  

   

 

   
               

   

 
           
 
 

   

   

 

при 1 .i ix t x    Теперь оценим нормы   1N W
f t


 и  

,

.
S r

N L
f t  

Заметим, что пересекаются носители только четырех функций 2 1 1, , ,i i i i
   
      . 

Получим 

   1 1 1 1 1
1

2 1 1sup 4.21 84;
N

N i i i i iW W W W Wii N W

f t
    



    
  



             

   
 

   
 1 1

1 12 2 .
i N

i N

S S
x xN

S S S S S
N S

i N x t x t

rf r t d dt r t d dt
  

   

  

   
          
   
   

      

Используя условия вложения (6), имеем 

   
 

1

1

1

11
84 .

2

N

N

SS
x

S
N NW S

x t

C C f rf r t d dt


 





  
       

    
   

Отсюда при N   получим 

    
 

1

1 168

SS

S

J t

r t d dt C



  
     

    
   или 

1
.

168
C   (9) 

Необходимость доказана. 
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Достаточность. Покроем J  отрезками   ix . Пусть 

             , ,i i i i i i i ix x x x x d x x d x                   

где    ,i i i i i ix x d x x x d x       . Тогда кратность покрытия J  отрезками  ix  не более трех. 

Это следует из того, что   1i i ix d x x   
   и   1i i ix d x x   

  . Пусть выполнено (7). 

Для    
   

1

, ,,i ii
S x S xS x

f W rf r f f rf 

 
  

    , где  if f x  . Для функции     ,t f t f   

 it x  , по формуле Ньютона-Лейбница —    
i

t

x

t f d


     или           
1 .

i

i

t

L x
x

r t t r t d f 







       

Отсюда    
 

 
 

    

1

1

i

i i i

S S
t

s s

L x
x x x

r t t dt r t d dt f 


  




 

   
        

     
   . 

Пользуясь этим, получим 

  
 

 
 

    1

1

1

,
.

ii
i i

SS
t

S

W xS x
x x

r f f C r t d dt f
 

 

 




  
       
  

  
   (10) 

Для оценки нормы 
 , iS x

rf 




 также воспользуемся формулой Ньютона-Лейбница. 

Для  locf AC J  и  ,s t x  

       
   

 1 sup
t

t xS x

f t f d f s d rai f f s



             . 

После некоторых элементарных преобразований получим 

 
 

   
 

  1
1sup .

W x
t x x

f t d f





 

      (11) 

Неравенство (11) для f   запишется в виде 

 
 

  1

1 .
i

i

W x

x

f d f 




 




      

Откуда 

 
 

 
 

 
 

  1

1

1

,
.

ii

i i

SS

S

W xS x
x x

rf r t d dt f 


 

 


 

  
      
  

   
    (12) 

Используя неравенство 

 
   

 
 

 1 1

,

5
,

2
i i

i

tx x t

d d t x


  

 

         , 

из (10), (12) получим 

 

   
 

 
   

    

 
 

 
 

  

1

1

1

1

, ,
,

1

15
.

2

i i i

i i i

i

i

SS

S

S x W x x t
x x x t

SS

S

W x
tx

rf r t d dt f

r t d dt f

  


  





  

  






  
         
   

  
      

    

 

 

  (13) 
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Таким же образом при   :it x  

   
   , ,,i ii

S x S xS x
rf r f f rf 

 
 

   , 

где  if f x  . Используя формулу Ньютона-Лейбница, как в случае с f  , получим 

 
 

 
 

    1

1

1

,
.

i

ii
i

ss
x

s

W xs x
tx

r f f r t d dt f



 


 




  
       
  

  
   

На основании (12) 

 
 

 
 

 
  1

1

1

,
.

ii

i i

SS

S

W xS x
x x

rf r t d dt f 


 

 


 

  
        
   
   

Откуда 

    
 

 
 

  1

1

1

,

5
.

2i i

i

SS

S

S x W x
tx

rf r t d dt f





 



  
      

    
   (14) 

Тогда из (13), (14) имеем 

   
 

 
 

  1

1

1

,

5

2i i

i i

ss

s

s x W x
x x

rf r t d dt f



 

 

  
      

    
   

и по лемме 5 (существует не более чем счетное множество  ix , таких что  i
i

U x J  ) 

 
 

 
 

 

     
 

 

1

,

1

5 3

2

15
.

2

i i

S
S

S S S s

S J
i iJ x x t

S
S

S s

W J W J
J t

rf rf dt rf dt r t d dt

f r t d dt f
 



  


 



                

               

    

 

 

Итак, 

    
 

 

1

115
.

2

SS

S

S W J
J t

rf r t d dt f







  
      

    
   (15) 

В силу произвольности f W  заключаем, что ,S rW L   и 
15

2
C   . Это неравенство вместе с (9) 

показывает, что 1 2C C C    . Теорема доказана. 

Теорема 2. Вложение пространств ,S rW L   компактно тогда и только тогда, когда  . 

Доказательство. Необходимость. Пусть вложение ,S rW L   компактно. Тогда по теореме 1  . 

Достаточность. Пусть . Покажем, что единичный шар 1
W

f

  компактен в  ,S rL J . Не 

ограничивая общности, положим, что ,a b   . Доказательство основано на проверке выпол-
нения условий теоремы Рисса [22]. 

Покажем выполнение условия 

 

1

1
lim sup 0.

W

S

S

N f t N

rf dt


  

 
  
 
 
  (16) 

При фиксированномN  покроем множество    , ,N N    отрезками    1, 2, 3,...ix i      

так, чтобы 1x N    и 1i ix x 
 . Тогда из (15) получим 
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   
 

   
 

11

1 1

1

15
sup

2
W N N

SS S S

s S S

f t N J t J t

rf dt r t d dt r t d dt
 

 

   

      
             

            
     , 

где    , , ,N NJ N J N     . Из (7) следует, что при N   

   
 

1 0
N

S

S

J t

r t d dt






 
    
 
 

   и    
 

1 0.
N

S

S

J t

r t d dt



 
    
 
 

   

Следовательно, 

1

1
lim sup 0.

W

S

S

N f t N

rf dt


  

 
  
 
 
  Покажем выполнение остальных условий теоремы Рисса. 

Для этого функцию    r t f t  представим в виде 

                1 ,N Nr t f t X t r t f t X t r t f t    

где  
1, ;

0, .N

N t N
X t

t N

    
 

Введем обозначения             1, 1N N N Nf t X t f t f t X t f t   .  

Тогда 

               

       
1 1

1 1
1 1

sup sup

sup sup .

W W

W W

N NS S
f f

N NS S
f f

r t h f t h r t f t r t h f t h r t f t

r t h f t h r t f t

  

  

 

 
 

       

   
 

Рассмотрим в отдельности каждое слагаемое. При этом, используя теорему 1 и неравенство (16), 
получим 

       1 1
1 1

2
sup sup ;

3
W W

N NS S
f f

r t h f t h r t f t h
  

 
 

       

                     

             

            

 

1 1

1 1

1 1

1 1

1

sup sup

sup sup

sup sup

sup

W W

W W

W W

W

N N N N NS Sf f

N N NS Sf f

S SN N
S

f fN N

N
s

f N

r t h f t h r t f t r t h f t h f t f t r t h r t

r t h f t h f t f t r t h r t

r t h f t h f t dt f t r t h r t dt

r t h dt

  

  

  



 

 

  

 

          

       

   
          

   


 



 

          
1 1

1
sup sup sup .

W

S SN
S

N t N f N t NN

f t h f t r t h r t dt f t


      

     
          
        

 

 На основании формулы Ньютона-Лейбница имеем 

           1sup sup sup sup .
t h t h

W
N t N N t N t s t h N t Nt t

f t h f t d s f s d f


 



           

             
  
    

По теореме об абсолютной непрерывности интеграла Лебега [23] для каждого 0   существует такое 

1 0  , что  1sup ,
t h

N t N t

d




  
      как только 1h   . Тогда 

     

   

1

1

1 1
1 1

1

sup sup

sup sup sup
6

W

W

SN
S

f N t NN

t h t h

W
f N t N N t Nt t

r t h dt f t h f t

M d f M d






   

 
 


      

  
     
   

            
  



 




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для 1 16
h M


   . Для непрерывной в среднем функции  r t  для каждого 0   существует 2 0  , что 

   
1

,

SN
S

N

r t h r t dt


 
    

 
  как только 2h   . Тогда      

1

1
sup sup

6
W

SN
S

f N t NN

r t h r t dt f t

   

       
   
 

 

для 2 26
M


  . Выбирая  1 2min , ,     построим конечное покрытие отрезка    , ,

N

i
i N

N N x


    и 

полученные оценки будут справедливы на каждом из них. Теорема доказана. 
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Ш.Білəл, А.Б.Даржанова  

Бір үш салмақты Харди типті теңсіздігі жайында 

Мақалада Харди жүктелген теңсіздігі орындалуы үшін жүктелген функцияларға қажетті жəне 
жеткілікті шарттар дəлелденді жəне ену операторы нормасының сəйкес бағасы алынды. Жүктелген 
кеңістіктердің енуінің үздіксіздігі мен компактылығы дəлелденді. Ену ықшамдылығы өлшемі берілді. 
Негізгі теоремаларды дəлелдеуге қажетті леммалар келтірілді. 
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Sh.Bilal, A.B.Darzhanova  

One of three weighted inequality of Hardy 

In this article, are given necessary and additional conditions on the weight functions to perform weighted 
inequality of Hardy type or the corresponding estimate of the norm of the embedding operator. Established 
continuity and compactness of the embedding of weighted spaces. Are given compactness criterion for 
investments and some of the fundamental lemma used in the proof of the fundamental theorems. 
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