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Пластинаның жақтары топсалы болғанда иілуін есептеу 

Айнымалыларды бөлу əдісімен топсалы бекітілген пластина  есебінің аналитикалық түрдегі шешімі 
алынған. Төрт бұрышты пластинаның иілуін есептеуге арналған. Ақырлы элементтер əдісімен  
алынған нəтижелер мен берілген əдіс шешімдері арасында жақсы байланыс орналасқан. 

Кілт сөздер: пластина, иілу, бұралу, жайылған жүктеме, топса, ішкі күштер, майысу функциясы, мо-
мент. 

Қазіргі заманғы күрделі ғимараттарда көбінесе негізгі көтеруші қабілеті бар белдік элемент 
ретінде пластиналарды қолданылады. Пластиналар құрылыс, техниканың əр түрлі салаларында жиі 
қолданылатындықтан, оларды алдын ала есептеу өте маңызды проблема болып табылады. Олардың 
беріктігін, қатаңдығын, иілу қабілетін алдын ала есептеу керек. Қарастырылған пластинаның иілуі 
есебін айнымалыларды бөлу əдісі бойынша шығарамыз. 

Координаттық жүйеде төрт бұрышты пластинаны ( 1 1 2 2
1 2, ;

2 2 2 2

a a a a
x x      1 2,a a — 

пластинаның қабырғалары) қарастырайық. Бұл пластинаға əсер ететін сыртқы көлденең күштің 
қарқындылығы q(x1,x2) болып табылады. Осы пластинаның жақтары əр түрлі жағдайда  бекінген деп 
санаймыз. 

Төрт бұрышты пластинаның иілуін анықтау үшін мына əдісті [1] қолданамыз: 
1. Майысу функциясын  1 2,W x x  қабылдап аламыз:  

         1 2 0, , ; , ;W x x W f x y f x y X x Y y    (1)

1 1 2 2; ,x x a y x a   

мұнда 0W  — максимал (үлкен) тік жылжу;  ,f x y  — өлшемсіз майысу функциясы;    ,X x Y y  — 

шекаралық шарттарды қанағаттандыратын белгілі функциялар; ,x y  — өлшемсіз координаталар. 
2. Пластинаның көлденең қимасының бұрылу бұрыштарын анықтаймыз

   0 0 0
1 1 1 1 1

1 1

, ; ; , ;
WW f

t x y t x y
x a x

 
        

 
(2)

   0 0 0
2 2 2 2 2

2 2

, ; ; , .
WW f

t x y t x y
x a y

 
        

 
 

3. Қисықтықтар  1 2,   мен бұралуды  12  табамыз 

   
2 2

0 0 0
1 1 1 1 12 2 2

1 1

, ; ; , ;
WW f

K x y K x y
x a x

 
       

 
(3)

   
2 2

0 0 0
2 2 2 2 22 2 2

2 2

, ; ; , ;
WW f

K x y K x y
x a y

 
       

 
 

   
2 2

0 0 0
12 12 12 12 12

1 2 1 2

, ; ; , ;
WW f

K x y K x y
x x a a x y

 
       

    
 

       0 0 0 2 1
1 2 1 2

1 2 1 2

, ; ; , , , .
W a a

K x y K x y K x y K x y
a a a a

           


 

4. Иілу  1 2, ,M M  бұралу  12M  моменттерін жəне көлденең  1 2,Q Q  күштерін анықтаймыз  

   0
1 1 2 1 1 , ;M D M m x y        (4)
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     
2

0 0 1
1 1 1 22 2

1 2

; , , , ;
D W a

M m x y K x y K x y
a a


      

   0
2 2 12 2 2 , ;M D M m x y         

     
2

0 0 2
2 2 2 12 2

2 1

; , , , ;
D W a

M m x y K x y K x y
a a


      

     0 0 0
12 12 12 12 12

1 2

1 , ; 1 ;
D W

M D M K x y M
a a


          


 

   0
1 1 1

1

, , ;Q D x y Q q x y
x


     


 

 
3 3

0 0 2 1
1 12 3 2

1 2 1 2

; , ;
D W a af f

Q q x y
a a a x a x y

  
  

   
 

   0
2 2 2

2

, , ;Q D x y Q q x y
x


     


 

 
3 3

0 0 2 1
2 22 2 3

1 2 1 2

; , ,
D W a af f

Q q x y
a a a x y a y

  
  

   
 

мұнда  — Пуассон коэффициенті; D — пластинаның цилиндрлік қатаңдығы. 
5. Бұралу моментін көлденең күш арқылы өрнектейміз 

   0
10 01 1

12 12 12
0 2 0 2

1 1
; ;

QQ q
M M M

K x y K a

    
    

  

 
 

   0
20 02 2

12 12 12
0 1 0 1

1 1
; ;

QQ q
M M M

K x x K a

    
    

  

 
 

 

   

 

1 1
2 2

1 1
2 2

0 1 1
2 21 2

2

1 1
2 2

, ,
1

,

,

K x y f x y dxdy

K
a a

f x y dxdy

 

 



 
 

 
 (5) 

мұнда 0K — деформация күйінің параметрі. 

6. Iшкі көлденең күштің қарқындылығы арқылы cыртқы көлденең күштің қарқындылығын табамыз 

   2 2 0
1 2 0 0 2 2

1 2

, , ; ;
D W

q x x D W P S x y P
a a


       

  
2 24 4 4

2 1
4 2 2 4

1 2

, 2 ,
a af f f

S x y
a x x y a y

     
           

 (6) 

мұнда  ,S x y — ішкі көлденең күштің қарқындылығының таралу зандылығы. 

7. Ішкі көлденең күштің қарқындылығының үлкен мəнін анықтаймыз 

 0 2 2

1 2 1 2 1 22 1
1 1 12 12 2 2

1 2

;

2

P
a a

a a



    
           
     

 (7) 

     
1 1

2 2

1 1
2 2

, ;q x y X x Y y dxdy
 

      

     
1 1

2 2
1 2 2
1 1

1 1
2 2

; ;IVX x X x dx Y y dy
 

       
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     
1 1

2 2
2 1 2
2 2

1 1
2 2

; ;IVY y Y y dy X x dx
 

       

       
1 1

2 2
1 2
12 12

1 1
2 2

; .X x X x dx Y y Y y dy
 

         

Көрсетілген əдісті қолданып, жақтары топса арқылы бекітілген пластинаны есептеп көрелік. Бұл 
пластинаға қарқындылығы тұрақты  1 2 0,q x x q const   жайылған күш əсер етсін деп қарастырамыз. 

Пластинаның жақтары топса арқылы бекітілген болғандықтан, мынандай шекаралық шарттар 
орындалмақ: 

 1 1 1
1 2 1 2; , 0; , 0;

2 2 2

a a a
x W x M x

           
   

 (8) 

2 2 2
2 1 2 1; , 0; , 0.

2 2 2

a a a
x W x M x

           
   

 

Осы шарттарды (1), (3) жəне (4) өрнектерді қолдана отырып, ашып жазамыз: 

 1
2 0

1
, 0;

2 2

a
W x W X Y y
         

  
 

0 0,W      0,Y y   яғни 
1

0;
2

X
   
 

 

2
0 01 1

1 2 1 1 1 1 22
2

1 1 1
, , , ,

2 2 2 2

a a
M x M m y M K y K y

a

                         
        

 

    
2

0 1
1 2

2

1 1
0;

2 2

a
M X Y y X Y y

a

                 
    

 (9) 

0
1 0,M      0,Y y      0,Y y   яғни 

1
0.

2
X

    
 

 

Осылайша, (8) өрнектің екінші шарттарын былайша жазамыз: 

 
1

0,
2

Y
   
 

1
0.

2
Y

    
 

 (10) 

Осы шарттарды қанағаттандыратын функциялардың жəне олардың туындыларының өрнектері келесі 
түрде болады: 

  2 424 16
1 ;

5 5
X x x x       2 424 16

1 ;
5 5

Y y y y    

  348 64
;

5 5
X x x x        348 64

;
5 5

Y y y y     

   248 192
;

5 5
X x x        248 192

;
5 5

Y y y     (11) 

  384
;

5
X x x      384

;
5

Y y y   

  384
;

5
IVX x      384

.
5

IVY y   

Табылған функцияларды (11) қолдана отырып, пластинаның өлшемсіз майысу функциясын (1) 
табамыз 

   2 4 2 424 16 24 16
, 1 1 .

5 5 5 5
f x y x x y y

           
   

 (12) 

Бұл функция координаттық жүйенің басында  0,0 1f   тең болады да, пластинаның 

жақтарындағы шекаралық шарттарды толық қанағаттандырады. Енді (7) өрнек бойынша табылған 
функцияларды (11) ескере отырып, ішкі күштердің қарқындылығын анықтаймыз 
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2

0

16
;

25
q

    
 

  1
1

64 6 16
;

5 25


     1

12

48 272
;

5 5 105
   


 

 1 2
2 1

3968
;

125 63
   


  2 1

2 1;   2 1
12 12 ;     0 0 0 ;P q    (13) 

0 2 2

2 1

1 2

25 21 1
.

16 64 31 51 17

14 31

a a

a a


  

     
       

  

Пластинаның 0,x  0y   нүктесіндегі үлкен тік жылжуы (6) формула бойынша тең болмақ 

 
2 2
1 2

0 0 0 .
a a

W q
D


    (14) 

Əрі қарай (14) жəне (12) нəтижелерді қолдана отырып, қарастырылып отырған пластинаның шешімін 
анықтаймыз: 

 майысу функциясын (1) 

  
2 2

2 4 2 41 2
1 2 0 0

24 16 24 16
, 1 1 ;

5 5 5 5

a a
W x x q x x y y

D

              
   

 (15) 

 бұрылу бұрыштарын (2) 

  3 2 4
1

48 64 24 16
, 1 ;

5 5 5 5
t x y x x y y

           
   

 

   2 4 3
2

24 16 48 64
, 1 ;

5 5 5 5
t x y x x y y

           
   

 (16) 

2
0 1 2
1 0 0 ;

a a
q

D


      

2
0 1 2
2 0 0 ;

a a
q

D


     

 қисықтықтар мен бұралуды (3) 
2

0 2
1 0 0 ,

a
q

D
      

2
0 1
2 0 0 ,

a
q

D
      0 1 2

12 0 0 ;
a a

q
D


     

  2 2 4
1

48 192 24 16
, 1 ;

5 5 5 5
K x y x y y

           
   

 

   2 4 2
2

24 16 48 192
, 1 ;

5 5 5 5
K x y x x y

           
   

 (17) 

  3 3
12

48 64 48 64
, ;

5 5 5 5
K x y x x y y

           
   

 

     2 1
1 2

1 2

, , , ;
a a

K x y K x y K x y
a a

    0 1 2
0 0 ;

a a
q

D


     

 ішкі күштерді (4) 
0 2
1 0 0 2 ;M q a     0 2

2 0 0 1 ;M q a      0
12 0 0 1 21 ;M q a a     

0
1 0 0 2 ;Q q a     0

2 0 0 1;Q q a    

     
2
1

1 1 22
2

, , , ;
a

m x y K x y K x y
a

     

      
2
2

2 2 12
1

, , , ;
a

m x y K x y K x y
a

     (18) 

  2 4 3 22 1
1

1 2

384 24 16 48 64 48 192
, 1 ;

5 5 5 5 5 5 5

a a
q x y x y y x x y

a a
               
    

 

  3 2 2 42 1
2

1 2

48 64 48 192 384 24 16
, 1 ;

5 5 5 5 5 5 5

a a
q x y y y x y x x

a a
               
    
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 бұралу моментін (5)  

 
0 1 2

0 0 12 2 12 1 12
12 12 0 1 2

0 1 2 2 1

; ;
M a a

M M K
K a a

  
       

 
 (19) 

  3 31 2 2 1
12

1 2

384 48 64 48 64
, .

5 5 5 5 5

q q a a
K x y x y y y x x

y x a a

                       
 

Осылайша, жақтары топса арқылы бекітілген төрт бұрышты пластинаның деформациялық жəне 
кернеулік күйлерін анықтайтын функциялар (15)–(19) болып табылады. 

Алынған шешімнің дұрыстығын дəлелдеу үшін кейбір параметрлердің сандық мəндерін 
анықтаймыз. Ол үшін берілген пластина квадрат түрінде  1 2a a a   берілді деп санап, (13)–(19) 
өрнектер бойынша параметрлердің мəндерін анықтаймыз: 
1) (13)-ші өрнектен 

 0 0,004137 0,004129 ,   алшақтығы 0,19 %;  

2) (18)-ші өрнектен  0,3   

      0 0 2
1 2 1 2 0 0

48
0,0 0,0 1 ; ;

5
m m M M q a         

  2
1 2 00,051629 0,048918 ,M M q a    алшақтығы 5,26 %;  

3) (18)-ші өрнектен 

0
1 1 0 0

1 1728
,0 , ;

2 25
q Q q a
     
 

 

 1 00,28595 0,2823 ,Q q a     алшақтығы 1,28 %;  
4) (17)-ші өрнектен 

.

0 2
12 12 0 0

1 1 16 16
, ; (1 )α ;

2 2 25
K M v q a

     
  .  

  2
0 12 02 0,059308 0,056458 ,R M q a      алшақтығы 4,8 %;  

5) (17)-ші өрнектен 

 
2

0 0
0

96
0,0 ; ,

5

q a
K

D
      

   
2

00,0 0,0794 0,0753 ,
q a

D
      алшақтығы 5,16 %;  

6) (19)-шы өрнектен 

1
0 12

1 1 1 1
19,741935, , , 245,76;

2 2 2 2

q
K K

y

              
 

  2
12 00,03605 0,03299 ,M q a     алшақтығы 8,49 %.  

Тепе-теңдігін анықтау үшін көлденең күштің теңгеруші күштерін анықтаймыз 
1

2
0 32 1

1 2 1 1 2 1 2
1 20

384 48 64
2 ;

5 5 5

a a
R a Q dy Q a x J x x J

a a

          
  

  

1
2

2 4
1

0

24 16 16
2 1 ;

5 5 25
J y y dy

     
   

1
2

2
2

0

48 192 32
2 .

5 5 5
J y dy

      
   

Осы өрнектен мына нəтижелер шығады: 
0 0

1 11 1 1 1
2 2

45,056 ; 45,056 ;
x x

R Q R Q
 

      

0 0
1 12 2 2 2
2 2

45,056 ; 45,056 ,
y y

R Q R Q
 

      
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егер , ,x y y x   онда 1 2.R R  
Осы күштердің қосындыларын табамыз 

2
1 1 1 10 1 1 2 2 0
2 2 2 2

0,7456 .
x x y y

R R R R R q a
   

    


 

Пластиналардың бұрыштарындағы бұралу моментінен пайда болған күштерді анықтаймыз
2 2

0 0 04 4 0,059308 0,237232 .R R q a q a      


 
Пластина жақтарының реакцияларының тенгеруші күші 

  2
0 00,9828 1 ,R R R q a  
 

 алшақтығы 1,7 %.  

Осы алынған нəтиже пластинаның тепе-теңдікте болатындығын көрсетеді. Олар элементтер 
əдісімен [2] табылған нəтижелермен (олар жақша ішінде көрсетілген) салыстырылған. Олардың 
алшақтығы көп болмағандықтан, аналитикалық жəне ақырлы элементтер əдістерінің дұрыстығын 
көрсетеді. 

Тағы бір тұжырым жасау үшін 12K  жəне 12K  функциялардың мəндерін анықтап көрелік 

12 12

1 1 16 16 1 1 16 16
, , , ;

2 2 25 2 2 25
K K

          
   

12 12

1 1 16 16 1 1 16 16
, , , ;

2 2 25 2 2 25
K K

            
   

2 1 2 1
12 12

1 2 1 2

1 1 384 8 8 1 1 384 8 8
, , , ;

2 2 5 5 5 2 2 5 5 5

a a a a
K K

a a a a

                 
      

2 1 2 1
12 12

1 2 1 2

1 1 384 8 8 1 1 384 8 8
, , , ;

2 2 5 5 5 2 2 5 5 5

a a a a
K K

a a a a

                   
      

2 1 2 1
12 12

1 2 1 2

1 1 384 8 8 1 1 384 8 8
, , , .

2 2 5 5 5 2 2 5 5 5

a a a a
K K

a a a a

                   
      

Бұл мəндер екі функциялардың өзгеру заңдылығы біркелкі екенін көрсетеді, сондықтан бұралу 
моментін (4) немесе өрнектер (5) арқылы анықтауға болатынын дəлелдейді. 

Айнымалыларды бөлу əдісін [1] қолдану арқылы төртбұрышты пластинаның иілу есебінің 
аналитикалық түрде шешімі алынды. Бұл шешімнің əдебиеттерде келтірілген шешімнен 
айырмашылығы жай полиномдылығы жəне оны арқалықтың иілу функциялары арқылы өрнектелуі 
болып табылады. 
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К.Т.Муханмедина  

Расчет шарнирно-опертой пластины на изгиб 

Методом разделения переменных получено решение задачи шарнирно-опертой пластины 
в аналитической форме. Статья посвящена расчету прямоугольной пластины на изгиб. Установлена 
хорошая согласованность результатов по методу конечных элементов с решением по данному методу. 
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K.T.Mukhanmedina  

Calculation joint support plate on bend 

This article devoted to calculation plate on a band with help of the method of division of variables. 
The decision of a task based on rolls plates in the analytical form is received. The good coordination of re-
sults on a method of final elements with the decision on the given method is established. 
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