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Оптимальные вложения потенциалов типа Бесселя
и Рисса на базе пространств Лоренца

В статье изучено пространство потенциалов на n-мерном евклидовом пространстве. В частности,
в рассмотрение включены пространства классических потенциалов Бесселя и Рисса. Они построены
на основе перестановочно-инвариантных пространств (ПИП) с помощью сверток с ядрами общего ви-
да. Установлены интегральные свойства потенциалов. Для них найдены критерии вложения в ПИП
и получены явные описания оптимальных ПИП для этих вложений в случае базового весового про-
странства Лоренца.
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Введение

В работе изучается пространство потенциалов HG
E ≡ HG

E (Rn) на n-мерном евклидовом пространстве:

HG
E (Rn) = {U = G ∗ f : f ∈ E(Rn)},

где E(Rn) — перестановочно-инвариантное пространство (ПИП).
Мы используем здесь аксиоматику, развитую в книге К. Беннетта и Р. Шарпли [1, 2]. Ядро свертки

назовем допустимым, если G ∈ L1(Rn) +E′(Rn). Здесь E′(Rn) означает ассоциированное ПИП для ПИП
E(Rn). В работе рассмотрены два варианта дополнительных условий на допустимые ядра. Соответствую-
щие потенциалы можно назвать обобщенными потенциалами Бесселя и Рисса. В частности, исследование
охватывает обобщение классических потенциалов Бесселя и Рисса, построенных на базе Lp(Rn) (их тео-
рия развита, например, в книгах С.М. Никольского [3], И. Стейна [4] и В.Г. Мазьи [5]). В данной работе
обобщение строится на базе весового пространства Лоренца. Здесь мы существенно используем резуль-
таты работы [6], в которой установлены точные теоремы вложения в ПИП для обобщенных потенциалов
Бесселя и Рисса:

HG
E (Rn) ⊂ X(Rn). (1)

В них проблема вложения редуцирована к оценкам норм комбинированных операторов типа Харди
на положительной полуоси. Установлено точное описание оптимального ПИП, в которое вложено про-
странство потенциалов. Это значит, что описано ПИП X0(Rn) такое, что вложение (1) справедливо при
X(Rn) = X0(Rn), и если для ПИП верно вложение (1), то справедливо также вложение X0(Rn) ⊂ X(Rn).

Цель данной работы — дать явное описание оптимального ПИП X0(Rn) для вложения (1) в случае,
когда базовое ПИП E(Rn) совпадает с весовым пространством Лоренца Λp(u).

Обозначения и предварительные сведения

Всюду в работе мы считаем, что T ∈ (1,∞) для потенциалов Бесселя, T =∞ для потенциалов Рисса.
Для ПИП E ≡ E(Rn) обозначим через E′ ≡ E′(Rn) — ассоциированное ПИП, , т.е. ПИП, в котором

норма задается соотношением

‖g‖E′ = sup


∫
Rn

|gf |dµn : f ∈ E; ‖f‖E ≤ 1

 ,

а через Ẽ ≡ Ẽ(R+), Ẽ′ ≡ Ẽ′(R+) — их представления Люксембурга, т.е. такие ПИП, что

‖f‖E = ‖f∗‖Ẽ , ‖g‖E′ = ‖g∗‖
Ẽ′
, (2)
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где f∗ — убывающая перестановка функции f , т.е. неотрицательная, убывающая, непрерывная справа
функция на R+ = (0,∞) , которая равноизмерима с f :

µn{x ∈ Rn : |f(x)| > y} = µ1{t ∈ R+ : f∗(t) > y}, y ∈ R+.

Здесь µ — это мера Лебега (в Rn или на R+, соответственно, см. [1; гл. 1, 2]). Введем пространство
потенциалов HG

E ≡ HG
E (Rn) :

HG
E (Rn) = {F = G ∗ f : f ∈ E(Rn)}; (3)

‖F‖HGE = inf{‖f‖E : f ∈ E(Rn); G ∗ f = F}. (4)

Ядро представления G назовем допустимым, если

G ∈ L1(Rn) + E′(Rn). (5)

Свертка G ∗ f определяется как интеграл

(G ∗ f)(x) = (2π)−n/2
∫
Rn

G(x− y)f(y)dy (6)

(мы ввели множитель (2π)−n/2 для удобства при использовании преобразования Фурье). В общем случае
для данной F ∈ HG

E не гарантирована единственность функции f ∈ E, дающая представление G ∗ f = F.
Поэтому в (4) взят инфимум по всем f ∈ E, дающим данное представление (фактор-норма).

Теорема 1. [6]. Пусть G — допустимое ядро. Тогда интеграл (6) сходится для почти всех x ∈ Rn. Кроме
того, HG

E (Rn) есть банахово пространство, причем

HG
E (Rn) ⊂ E(Rn) + L∞(Rn), (7)

‖u‖E+L∞ ≤ ‖G‖L1+E′‖u‖HGE , u ∈ HG
E . (8)

Замечание 1. В случае допустимых ядер мы можем для потенциалов F ∈ HG
E определить убывающие

перестановки F ∗ и

F ∗∗(t) =
1

t

t∫
0

F ∗(τ)dτ, t ∈ R+. (9)

Опишем представление обобщенных потенциалов Бесселя и Рисса. Пусть R ∈ (0,∞]. Скажем, что
функция Φ : R+ → R+ принадлежит классу =n(R), если выполнены следующие условия:

1) Φ убывает и непрерывна на (0, R);

Существует постоянная c ∈ R+, такая, что

2)

r∫
0

Φ(ρ)ρn−1dρ ≤ cΦ(r)rn, r ∈ (0, R). (10)

Например, для классических потенциалов Рисса

Φ(ρ) = ρα−n ∈ =n(∞), (0 < α < n).

Для Φ ∈ =n в силу убывания справедлива оценка
r∫

0

Φ(ρ)ρn−1dρ ≥ n−1Φ(r)rn, r ∈ (0, R). (11)

Из (10) и (11) следует, что для Φ ∈ =n(R)

r∫
0

Φ(ρ)ρn−1dρ ∼= Φ(r)rn, r ∈ (0, R).
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Для Φ ∈ =n(R) обозначим
T = VnR

n, R ∈ (0,∞); T =∞, R =∞;

ϕ(τ) := Φ
(

(τ/Vn)1/n
)
∈ =1(T ); fΦ(t, τ) = min {ϕ(t), ϕ(τ)} , t, τ ∈ (0, T ). (12)

Считаем, что ядро G ∈ SR(Φ), если

G(x) ∼= Φ(ρ), ρ = |x| ∈ (0, R). (13)

Предложение 1. Пусть Φ ∈ =n(∞); fΦ(t; ·) ∈ Ẽ′(R+), (t ∈ R+); G ∈ S∞(Φ). Тогда G удовлетворяет
условиям (5) и, следовательно, является допустимым.

Доказательство. Для r ∈ R+ обозначим Br = {x ∈ Rn : |x| ≤ r}, Bcr = Rn\Br. Тогда

G = Gr + G̃r; Gr = GχBr , G̃r = GχBcr . (14)

При этом Gr(x) ∼= Φ(|x|)χBr (x) , так что, переходя к сферическим координатам, имеем

∫
Rn

|Gr|dx ∼=
r∫

0

Φ(ρ)ρn−1dρ <∞, (15)

т.е. Gr ∈ L1(Rn). Далее

G̃r(x) ≤ cΦ(|x|)χBcr (x) ≤ cmin{Φ(r),Φ(|x|)}. (16)

Для измеримой функции f : Rn → R обозначим через f ] симметрическую перестановку функции, т.е.
радиально симметричную неотрицательную функцию, убывающую и непрерывную справа как функция
сферического радиуса ρ = |x| и равноизмеримую с f . Известна формула, связывающая убывающую
перестановку f∗ и симметрическую перестановку f ]. Именно

f ](x) = f∗(Vn|x|n), (17)

где Vn — объем шара единичного радиуса. Из (16) следует, что

G̃]r(x) ≤ cmin {Φ(r),Φ(|x|)} .

Поэтому, обозначив t = Vnr
n; τ = Vn|x|n, имеем оценку

G̃∗r(τ) ≤ cmin
{

Φ
(

(t/Vn)1/n
)
, Φ

(
(τ/Vn)1/n

)}
= fΦ(t; τ).

Значит,
‖G̃r‖E′(Rn) = ‖G̃∗r‖Ẽ′(R+) ≤ c‖fΦ(t; ·)‖Ẽ′(R+) <∞.

Итак, представление (14) показывает, что ядро G допустимо. Отметим, что условия fΦ(t; ·) ∈ Ẽ′R+

эквивалентны между собой при различных значениях t ∈ R+ �.
Определение 1. В условиях предложения 1 потенциалы F ∈ HG

E (Rn) назовем потенциалами типа
Рисса [4-6]. Здесь

Φ(ρ) = ρα−n ∈ =n(∞); G ∈ S0
∞(Φ), fΦ(t; ·) ∈ Ẽ′(R+), t ∈ R+ ⇔ τα/n−1 ∈ Ẽ′(t,∞).

Приведем пример. Если α < n/p, тогда E = Lp, 1 < p <∞.
Пусть

BR = {x ∈ Rn : |x| < R}, R ∈ R+, G0
R = GχBR , G1

R = GχRn/BR . (18)

Определение 2. Пусть R ∈ R+, Φ ∈ Jn и X = X(Rn) является ПИП.
Если

(G0
R)](ρ) ∼= Φ(ρ), ρ ∈ (0, R), G1

R ∈ X(Rn), (19)

тогда G ∈ SR(Φ;X).
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Если
(G0

R)(x) ∼= Φ(ρ), ρ = |x| ∈ (0, R), G1
R ∈ X(Rn), (20)

тогда G ∈ S0
R(Φ;X). Ясно, что S0

R(Φ;X) ⊂ SR(Φ;X).
Замечание 2. Пусть R ∈ R+, Φ ∈ Jn и G ∈ SR(Φ;E′). Тогда G является допустимым.
Определение 3. Пусть R ∈ R+, Φ ∈ Jn и

G ∈ S0
R(Φ;L1 ∩ E′),

∫
Rn

Gdx 6= 0. (21)

Тогда потенциалы F ∈ HG
E (Rn) назовем потенциалами типа Бесселя [4-6].

Приведем критерий вложения потенциалов типа Бесселя и Рисса в ПИП X = X(Rn) и опишем оп-
тимальное ПИП X0 = X0(Rn) для такого вложения. Важнейшую роль здесь играет комбинированный
оператор типа Харди <ϕ,T : Ẽ0(0, T )→ X̃(0, T ), T ∈ (0,∞],

<ϕ,T [g](t) =

T∫
0

fΦ(t, τ)g(τ)dτ, t ∈ (0, T ); g ∈ Ẽ0(0, T ). (22)

Здесь
Ẽ0(0, T ) =

{
g ∈ Ẽ(0, T ) : 0 ≤ g ↓; g(t+ 0) = g(t), t ∈ (0, T )

}
. (23)

Отметим, что ввиду равенства (12) и убывания функции ϕ справедливо представление оператора в виде
суммы двух операторов типа Харди на конусе убывающих функций:

<ϕ,T [g](t) = ϕ(t)

t∫
0

g(τ)dτ +

T∫
t

ϕ(τ)g(τ)dτ, t ∈ R+ : g ∈ Ẽ0(R+). (24)

Теорема 2 ([6]). 1) Для потенциалов типа Рисса вложение (1) эквивалентно ограниченности оператора
<ϕ,T : Ẽ0(0, T )→ X̃(0, T ), T =∞.

2) Для потенциалов типа Бесселя вложение (1) эквивалентно совокупности двух условий:
а) ограниченность оператора Rϕ,T : Ẽ0(0, T )→ X̃(0, T );
б) справедливость вложения E(Rn) ∩ L∞(Rn) ⊂ X(Rn)).
Оптимальным для вложения (1) является ПИП X0(Rn), норма в котором, в представлении Люксем-

бурга, имеет вид

‖f‖X̃0(0,T ) = sup


∞∫

0

f∗g∗dt : g ∈ L0(R+); ‖<φ,,T [g∗]‖Ẽ′ (0,T ) ≤ 1

 . (25)

Некоторые вспомогательные утверждения и основная теорема

Лемма 1 [7]. Справедливо соотношение

‖<φ,T ‖Ẽ(0,T )→X̃(0,T ) = ‖<φ,T ‖Ẽ0(0,T )→X̃(0,T ).

Лемма 2 [7]. Справедливо соотношение

<∗φ,T [g∗] = <φ,T [g∗].

Доказательство. Так как g∗ — убывающая перестановка функции g, а φ — из класса монотонных
функций =1(∞), то <φ,T [g∗] как функция от t неотрицательна и убывает. В силу непрерывности функции
φ и абсолютной непрерывности интеграла Лебега <φ,T [g∗] функция от t является непрерывной. Таким
образом, верно искомое соотношение.
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ПИП — пространство Лоренца E(Rn) = Λp(u) с весом u определяется в следующем виде:

‖f‖Λp(u) =


(∞∫

0

f∗p(t)u(t)dt

) 1
p

, 1 < p <∞;

ess sup
t∈(0,∞)

{f∗(t)u(t)}, p =∞.
(26)

Пространством Лоренца с весом u называется и пространство Γp(u):

‖f‖Γp(u) =


(∞∫

0

f∗∗p(t)u(t)dt

) 1
p

, 1 < p <∞;

ess sup
t∈(0,∞)

{f∗∗(t)u(t)}, p =∞.
(27)

Пространство Γ∞(u) называют также пространством Марцинкевича.
Ассоциированными к пространствам Лоренца являются пространства, определяемые следующим об-

разом (см., например, [8]):

Λp(u)′ =


Γ∞

(
t

U(t)

)
, p = 1;

Γp
′
(
tp
′
u(t)

Up′ (t)

)
, 1 < p <∞;

Λ1

(
1

ess sup
0<s<t

u(s)

)
, p =∞.

(28)

Пусть
Ω1 = {f ≥ 0 : f(τ) ↓} . (29)

Введем величину

HΩ1
(Bµ) = sup

f∈Ω1

(
T∫
0

(Bµf)qdγ

) 1
q

(
T∫
0

fpdβ

) 1
q

, где p, q ∈ (1,∞). (30)

В качестве Bµ рассмотрим обобщенный оператор Харди

(Bµf)(t) =

∫
[t,T )

fdµ.

Здесь β, γ, µ — неотрицательные меры Бореля на (0, T ).
Для формулировки результатов об оценке величины HΩ1

(Bµ) используем следующие обозначения:

ωp(t) =

 t∫
0

dβ


1
p

, t ∈ (0, T ); (31)

Ψ(t, τ) =

τ∫
t

dµ, 0 < t < τ < T ; (32)

Vp(t) =


T∫
t

Ψp′(t, τ)

(
−d

[
1

ωp
′
p (τ)

])
1
p′

, p > 1,
1

p
+

1

p′
= 1; (33)

Wq(t) =

 t∫
0

dγ


1
q

, t ∈ (0, T ). (34)
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Критерий конечности HΩ(Bµ) при p ≤ q будет сформулирован с помощью следующих величин:

Epq = sup
τ∈(0,T )


 τ∫

0

Ψq(t, τ)dγ(t)

 1
q

1

ωp(τ)

 , p ≤ q; (35)

Fpq = sup
τ∈(0,T )

[Vp(t)Wq(t)] , p ≤ q. (36)

Кроме того, считаем, что β = Np(1)⇔
1∫
0

dβ = 1,
T∫
1

dβ =∞.

Предложение 2. Пусть 1 < p ≤ q <∞, β ∈ Np(1), и пусть функции ωp и Wq непрерывны на (0, T )
и ωp(+0) = 0. Тогда существует постоянная c1 = c1(p, q) ∈ [1,∞) такая, что

c−1
1 (Epq + Fpq) ≤ HΩ1(Bµ) ≤ c1(Epq + Fpq). (37)

Доказательство. В работе [9] было показано, что при p ≤ q

c−1
2 ( ˙Epq + Fpq) ≤ HΩ1(Bµ) ≤ c2( ˙Epq + Fpq), (38)

где α ∈ (0, 1) фиксировано; ξα(τ) = ω−1
p (αωp(τ)); c2 = c2(p, q, α) ∈ [1,∞);

Ėpq = sup
τ∈(0,T )


 τ∫
ξα(τ)

 τ∫
t

dµ

q

dγ(t)


1
q

1

ωp(τ)

 .
Так как ξα(τ) ∈ (0, τ), то, в силу (32), получим

˙Epq ≤ Epq = sup
τ∈(0,T )


(
τ∫
0

(
T∫
t

gτdµ

)q
dγ(t)

) 1
q

(
T∫
0

gpτdβ

) 1
p

 ,

где gτ (ξ) = χ(0,τ)(ξ) ∈ Ω1, так как 0 ≤ gτ (ξ) = χ(0,τ)(ξ) ↓ (по ξ).
Отсюда

Epq ≤ sup
g∈Ω1


(
T∫
0

(
T∫
t

gdµ

)q
dγ(t)

) 1
q

(
T∫
0

gpdβ

) 1
p

 = HΩ1(Bµ).

Из полученного неравенства и левой части оценки (38) следует левая часть оценки (37). Правая часть
(37) очевидна, так как ˙Epq ≤ Epq. Предложение 2 доказано.

Замечание 3. Доказанное предложение 2 будем применять в следующих обозначениях:

dβ(t) = (ϕ(t)t)pυ(t)dt,

т.е. ωp(t) =

(
t∫

0

(ϕ(τ)τ)pυ(τ)dτ

) 1
p

: ωp(T ) =∞, dµ = ϕ(τ)dτ.

Сформулируем основной результат работы. Пусть 1 < p <∞, 1
p+ 1

p′
= 1, пусть T =∞ для потенциалов

типа Рисса, T ∈ (1,∞) для потенциалов типа Бесселя пусть u — измеримая функция, 0 < u < ∞ почти
всюду на (0, T ) и для t ∈ (0, T ).

U(t) =

t∫
0

u(τ)dτ, υ(t) =
t2p
′
u(t)ϕ(t)p

′

U(t)p′
, V (t) =

t∫
0

v(τ)dτ.
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Теорема 3. Пусть в обозначениях замечания 3 весовые функции таковы, что выполнены условия

HΩ1
(Bµ) <∞. (39)

Тогда оптимальное ПИП X0(Rn) для вложения

HG
Λp(u)(R

n) ⊂ X(Rn) (40)

имеет эквивалентную норму в представлении Люксембурга:
1) для потенциалов типа Рисса

‖f‖X̃0(0,T )
∼= ‖f‖Γp(w;(0,T ));

2) для потенциалов типа Бесселя

‖f‖X̃0(0,T )
∼= ‖f‖Γp(w;(0,T )) + ‖f‖Ẽ(R+),

где

w(t) =

tp+p
′−1V (t)

T∫
t

τ−p
′
υ(τ)dτ(

V (t) + tp′
T∫
t

τ−p′υ(τ)dτ

)p+1 .

Замечание 3. Критерий выполнения условий (39) был приведен в предложении 2.
Доказательство теоремы. Воспользуемся формулой (22) из равенства (28). Из определения простран-

ства Лоренца для нормы оператора Rφ,T в пространстве (Λp(u))′ имеем

‖Rφ,T [g∗]‖Λp(u)′ = ‖Rφ,T [g∗]‖
Γp(

tp
′
u(t)

Up
′
(t)

)
=

 T∫
0

(
R∗∗φ,T [g∗](t)

)p′ tp′u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

.

Отсюда из того, что ϕ ∈ J1(T ), так что 1
t

t∫
0

ϕ(τ)dτ ∼= ϕ(t), (в предложении оценки (10), и по лемме 2
следует

‖R∗∗φ,T [g∗(t)]‖ ∼= ‖R∗φ,T [g∗(t)]‖ = ‖Rφ,T [g∗(t)]‖Λp(u)′ =

 T∫
0

 T∫
0

fφ(t, τ)g∗(τ)dτ

p
′

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

.

Далее, используя определение функции fφ(t, τ) и учитывая неотрицательность подынтегральных функ-
ций, имеем

‖Rφ,T [g∗]‖(Λp(u))′ =

 T∫
0

φ(t)

t∫
0

g∗(τ)dτ +

T∫
t

φ(τ)g∗(τ)dτ

p
′

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

∼=

∼=

 T∫
0

φ(t)

t∫
0

g∗(τ)dτ

p
′

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

+

 T∫
0

 T∫
t

φ(τ)g∗(τ)dτ

p
′

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

= I1 + I2;

где

I1 =

T∫
0

φ(t)

t∫
0

g∗(τ)dτ

p
′

ũ(t)dt, ũ(t) =
tp
′
u(t)

Up′(t)
;

I2 =

 T∫
0

 T∫
t

φ(τ)g∗(τ)dτ

p
′

ũ(t)dt


1
p′

.
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Теперь оценим слагаемое I2 через слагаемое I1.
Отметим, что в силу убывания функции g∗ интеграл I1 можно оценить снизу:

I1 ≥

 T∫
0

g∗(t)p
′
(φ(t)t)p

′
ũ(t)dt


1
p′

:= S. (41)

Оценим I2 сверху через S, т.е. докажем, что

I2 ≤ cS, (42)

где c ∈ (0,∞) не зависит от функции g ∈ M(0,∞), измеримой по Лебегу. Отметим что
g ∈M(0,∞)⇔ f = g∗ ∈ Ω1.

В результате имеем эквивалентность (42)⇔ HΩ1
(Bµ) <∞ при q = p′.

Для оценки величины HΩ1(Bµ) воспользуемся результатом предложения 2 и замечания 3, согласно
которым

HΩ1(Bµ) <∞⇔ Eqq + Fqq<∞,

где

Eqq = sup
τ∈(0,T )


 τ∫

0

Ψq(t, τ)dγ(t)

 1
q

1

ωq(τ)

 ,
т.е.

Eqq = sup
τ∈(0,T )


 τ∫

0

 τ∫
t

ϕdξ

q

υ(t)dt


1
q

1(
τ∫
0

(ϕ(ξ)ξ)qυ(ξ)dξ

) 1
q

 ;

Fqq = sup
τ∈(0,T )

[Vq(t)Wq(t)] = sup
τ∈(0,T )

V (t)
1
q


T∫
t

Ψq′(t, τ)

(
−d

[
1

ωq
′
q (τ)

])
1
q′
 .

Интегрируя по частям и учитывая, что Ψq′(t, t) = 0, ωq(T ) =∞,

T∫
t

Ψq′(t, τ)

(
−d

[
1

ωq
′
q (τ)

])
=

T∫
t

1

ωq
′
q (τ)

d
[
Ψq′(t, τ)

]
= q′

T∫
t

Ψq′−1(t, τ)d [Ψ(t, τ)]

ωq
′
q (τ)

.

Тогда

T∫
t

Ψq′(t, τ)

(
−d

[
1

ωq
′
q (τ)

])
= q′

T∫
t

(
τ∫
t

ϕ(ξ)dξ

)q′−1

ϕ(τ)dτ(
τ∫
0

(ϕ(ξ)ξ)
q′
υ(ξ)dξ

) q′
q

= q′
T∫
t

(
τ∫
t

ϕ(ξ)dξ

)q′−1

ϕ(τ)dτ(
τ∫
0

(ϕ(ξ)ξ)
q
υ(ξ)dξ

)q′−1
.

Итак, при q = p′, т.е q′ = p, получаем (42)⇔ Eqq + Fqq <∞, где

Fqq = sup
t>0

V (t)
1
q

q
′
T∫
t

(
τ∫
t

ϕ(ξ)dξ

)q′−1

ϕ(τ)dτ(
τ∫
0

(ϕ(ξ)ξ)
q
υ(ξ)dξ

)q′−1



1
q′
 .
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Из (41) и (42) следует, что I1 + I2 ≈ I1, и тогда

‖Rϕ,T [g∗]‖
Λp(u)

′ = ‖Rϕ,T [g∗]‖
Γp′
(
tp
′
u(t)

Up
′
(t)

) ≈ I1 =

 T∫
0

ϕ(t)

t∫
0

g∗(τ)dτ

p
′

ũ(t)dt


1
p′

=

=

 T∫
0

ϕ(t)
1

t

t∫
0

g∗(τ)dτ

p
′

t2p
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

=

 T∫
0

[ϕ(t)g∗∗(t)]
p′ t

2p′u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

=

=

 T∫
0

g∗∗(t)p
′ t2p

′
u(t)ϕp

′
(t)

Up′(t)
dt


1
p′

= ‖g‖Γp′ (υ). (43)

Из формулы (25) видим, что норма в оптимальном ПИП X̃0(0, T ) является ассоциированной к норме
(43), т.е.

‖f‖X̃0(0,T )
∼= ‖f‖[Γp′ (υ)]′ , (44)

где

υ(t) =
t2p
′
u(t)ϕp

′
(t)

Up′(t)
.

В работе [10] показано, что норма, стоящая в правой части (44), может быть записана в следующем
виде:

‖f‖[Γp′ (υ)]′
∼=


T∫

0

tp+p
′−1f∗∗(t)pV (t)

T∫
t

τ−p
′
υ(τ)dτ(

V (t) + tp′
T∫
t

τ−p′υ(τ)dτ

)p+1 dt



1
p

,

где

V (t) =

t∫
0

υ(τ)dτ =

t∫
0

τ2p′u(τ)ϕp
′
(τ)

Up′(τ)
dτ ;

ω(t) =

tp+p
′−1V (t)

T∫
t

τ−p
′
υ(τ)dτ(

V (t) + tp′
T∫
t

τ−p′υ(τ)dτ

)p+1 .

Функция ω(t) является весом, который входит в условие теоремы 3.
Таким образом, мы получаем, что:
1) для обобщенных потенциалов Рисса:

‖f‖X̃0(R+)
∼= ‖f‖Γp(w;R+);

2) для обобщенных потенциалов Бесселя

‖f‖X̃0(R+)
∼= ‖f‖Γp(w;(0,T )) + ‖f‖Ẽ(R+),

тем самым, теорема доказана.
Замечание 4. В работе [7] были рассмотрены обобщенные потенциалы Рисса. При получении опти-

мального ПИП для вложения (37) на весовые функции было наложено условие, гарантирующее конеч-
ность величины:

H(Bµ) = sup
0≤f∈M(0,∞)

(∞∫
0

(∞∫
t

gdτ

)q
υ(t)dt

) 1
q

(∞∫
0

g(t)qtqυ(t)dt

) 1
q

,
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а именно:

H(Bµ) <∞⇔ B = sup
r>0

 r∫
0

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt

 1
p′

·

 ∞∫
r

Up(t)

t2pu
p

p
′ (t)

dt

 1
p

<∞.

Условия, наложенные в данной работе, учитывают убывание функций f ∈ Ω1 и эквивалентны конечности
величины HΩ1

(Bµ). Эти условия, приведенные в предложении 2, менее жесткие, чем условие B < ∞.
Кроме того, в данной работе в рассмотрение включены также обобщенные потенциалы Бесселя.
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Г.Ж. Қаршыгина

Лоренц кеңiстiгi базасында Бессел және Рисс түрiндегi
потенциалдарды тиiмдi iштестiру

Мақалада n-өлшемдi евклид кеңiстiгiнде потенциалдар кеңiстiгi қарастырылды. Олар жалпы түрде-
гi түйiндердiң орамдарының көмегiмен алмастырылымды-инвариантты кеңiстiктер негiзiнде қүрас-
тырылған. Соның iшiнде классикалық Бессел және Рисс потенциалдар кеңiстiктерi зерттелдi. Сондай-
ақ потенциалдардың интегралдық қасиеттерi қойылуын және олар үшiн алмастырылымды-инвари-
антты кеңiстiктерге iштестiру критерийлерi табылған. Салмағы бар Лоренц кеңiстiгi базасында тиiмдi
iштестiру жолы дәлелденген.

Кiлт сөздер: орам, кемiмелi алмастырылымды конустар, алмастырылымды-инвариантты кеңiстiктер,
потенциалдар кеңiстiгi, жалпыланған Бессел және Рисс кеңiстiктерi.
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G.Zh. Karshygina

Optimal embeddings potentials type Bessel and Riesz
on the base of Lorentz spaces

In this article, we study the spaces of potentials is n-dimensional Euclidean space. They constructed on
the basis of rearrangement-invariant spaces (RISs) by means of convolutions with kernels of general form.
In particular included in the consideration, the classical spaces of potentials of Bessel and Riesz. For them,
the criteria for embedding in the RIS are found, and explicit descriptions of the optimal RIS for these
embeddings are obtained in the case of the basic weight Lorentz space.

Keywords: convolution, cones of decreasing rearrangements, potential space, generalized Bessel and Riesz
potentials.
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