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Характеристический определитель спектральной задачи для
оператора Штурма-Лиувилля с интегральным возмущением

краевого условия антипериодического типа
В статье рассмотрена задача, где исследованы базисные свойства системы корневых векторов для
оператора Штурма-Лиувилля с интегральным возмущением краевого условия антипериодического
типа. В рассматриваемой спектральной задаче определен характеристический детерминант.
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В пространстве L2(0.1) рассмотрим оператор L0, порожденный обыкновенным дифференци-
альным выражением

L0(u) ≡ −u′′(x) + q(x)u(x), q(x) ∈ C[0, 1], 0 < x < 1 (1)

и краевыми условиями общего вида

Uj(u) = aj1u
′(0) + aj2u

′(1) + aj3u(0) + aj4u(1) = 0, j = 1, 2. (2)

В случае когда краевые условия (2) являются усиленно регулярными, из результатов
В.П.Михайлова [1] и Г.М.Кесельмана [2] следует базисность Рисса в L2(0, 1) систем собствен-
ных и присоединенных функций (СиПФ) задачи. В случае когда краевые условия не усиленно
регулярные, вопрос о базисности систем СиПФ остается еще открытым.

Введем в рассмотрение матрицу из коэффициентов краевых условий (2)

A =

(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
.

Через A(ij) будем обозначать матрицу, составленную из i-го и j-го столбцов матрицы
A,Aij = = detA(ij). Пусть краевые условия (2) являются регулярными, но не усиленно регуляр-
ными. Согласно [3; 73] при выполнении условий

A12 = 0, A14 +A23 = 0; A14 +A23 = m(A13 +A24) (3)

краевые условия (2) будут эквивалентны регулярным, но не усиленно регулярным краевым усло-
виям.

В [4] было предложено, что все регулярные, но не усиленно регулярные краевые условия
разделить на четыре типа:

I. A14 = A23, A34 = 0.
II. A14 = A23, A34 6= 0.
III. A14 6= A23, A34 = 0.
IV. A14 6= A23, A34 6= 0.
Например, краевые условия с периодическими или антипериодическими условиями образуют

тип I и определяются в следующем виде:
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A14 = A23, A34 = 0,

т.е. a11 = −a12, a13 = a14 = a21 = a22 = 0, a23 = −a24. Эти условия будут эквивалентны краевым
условиям, задаваемым матрицей A, где возможны два варианта:

A =

(
1 −1 0 0
0 0 1 −1

)
периодические или

A =

(
1 1 0 0
0 0 1 1

)
антипериодические.

Однако те же краевые условия с «младшими коэффициентами» образуют тип II. Краевые
условия, определенные в виде A14 6= A23, A34 = 0, образуют тип III. Эти условия всегда эквива-
лентны краевым условиям, задаваемым матрицей A:

A =

(
1 −1 0 0
0 0 1 0

)
.

При этом А.С.Макиным выделен один тип не усиленно регулярных краевых условий, при которых
система СиПФ спектральной задачи [4]

L0(u) ≡ −u′(x) + q(x)u(x) = λu(x), q(x) ∈ C[0, 1], 0 < x < 1 (4)

и краевыми условиями общего вида

Uj(u) = aj1u
′(0) + aj2u

′(1) + aj3u(0) + aj4u(1) = 0, j = 1, 2

образует базис Рисса при любых потенциалах q(x).
В случае q(x) ≡ 0 задача о базисности системы СиПФ задачи с общими регулярными краевы-

ми условиями полностью решена в [5]. Базисные свойства системы корневых векторов оператора
двукратного дифференцирования при интегральном возмущении условий периодического типа
были изучены в работах [6, 7].

Случай, образующий тип I, в частности, антипериодического типа с интегральным возмуще-
нием будет предметом наших исследований в настоящей работе.

Оператор L0 Штурма-Лиувилля при q(x) ≡ 0 с краевыми условиями типа I является само-
сопряженной, а система ее собственных функций – обычной тригонометрической системой, об-
разующей ортонормированный базис в пространстве L2(0, 1) . В [8] изучены вопросы базисности
систем СиПФ периодической задачи для оператора Штурма-Лиувилля при q(x) ≡ 0. В настоя-
щей работе рассматривается близкая к исследованиям [6-8] спектральная задача при q(x) ≡ 0,
с интегральным возмущением одного из краевых условий (2) типа I

L1(u) ≡ −u′′(x) = λu(x), 0 < x < 1; (5)

U1(u) ≡ u(0) + u(1) = 0; (6)

U2(u) ≡ u′(0) + u′(1) =

∫ 1

0
p(x)u(x)dx, p(x) ∈ L1(0, 1). (7)

Из работы [9] следует, что система СиПФ задачи (5)–(7) полна и минимальна в L2(0, 1). При
этом система СиПФ при любых p(x) образует базис Рисса со скобками. Нашей задачей является
построение характеристического определителя задачи (5)–(7).
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Здесь воспользуемся методикой нашей работы [10] построения характеристического определи-
теля задачи с интегральным возмущением краевого условия. Построение сопряженной задачи к
периодической задаче рассмотрено в работе [11, 12], а к задаче Самарского-Ионкина — в [13, 14].

Следуя процедуре работы [12], получим возмущения самосопряженной задачи, а именно спек-
тральную задачу для нагруженного дифференциального уравнения второго порядка следующего
вида:

L∗1(v) ≡ −v′′(x) + p(x)v′(1) = λv(x);

V1 ≡ v(0) + v(1) = 0, V2(v) ≡ v′(0) + v′(1) = 0.
(8)

Задача (8) является несамосопряженным возмущением самосопряженной антипериодической
задачи. В отличие от работы [8], здесь возмущение происходит за счет изменения уравнения.

Вопросы базисности корневых функций нагруженных дифференциальных операторов изу-
чена в работе И.С. Ломова [15]. Ему удалось распространить метод спектральных разложений
В.А.Ильина [16] на случай нагруженных дифференциальных операторов. Вопросы базисности
функционально-дифференциальных уравнений были исследованы другим методом в работе [17].

Представляя общее решение уравнения (5) по формуле при λ 6= 0

u(x, λ) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx

и удовлетворяя его краевым условиям (6), (7), получаем линейную систему относительно коэф-
фициентов Ck 

C1(1 + cos
√
λ) + C2 sin

√
λ = 0;

C1[−
√
λ sin

√
λ−

∫ 1

0
p(x) cos

√
λxdx]+

+C2[
√
λ(1 + cos

√
λ)−

∫ 1

0
p(x) sin

√
λxdx] = 0.

(9)

Определитель линейной системы (9) будет характеристическим определителем задачи (5)–(7):

∆1(λ) =

(
1 + cos

√
λ sin

√
λ

−
√
λ sin

√
λ−

∫ 1
0 p(x) cos

√
λ
√
λ(1 + cos

√
λ)−

∫ 1
0 p(x) sin

√
λ.

)
. (10)

При p(x) = 0 получается характеристический определитель невозмущенной задачи (5)–(7).
Так как λ 6= 0, обозначим его через ∆0(λ) = 2(1 + cos

√
λ). Число λ0

0 = 0 не является собственным
значением невозмущенной антипериодической задачи (5)–(7), т.е. является регулярной точкой,
и принадлежит резольвентному множеству невозмущенного оператора Штурма-Лиувилля L0.
Число λ0

k = (2(k − 1)π)2 является двукратным собственным значением невозмущенной антипе-
риодической задачи (5) – (7), а u0

k0 =
√

2 cos(2(k − 1)π)x, u0
k1 =

√
2 sin(2(k − 1)π)x собственными

функциями.
Функцию p(x) представим в виде ряда Фурье по тригонометрической системе

p(x) =
∞∑
k=1

[ak cos(2(k − 1)π)x+ bk sin(2(k − 1)π)x]. (11)

Используя (11), вычислим входящие в (10) интегралы и найдем более удобное представление
определителя ∆1(λ). После стандартного преобразования определитель ∆1(λ) приводится к виду:

∆1(λ) = 2(1 + cos
√
λ)− 2 sin

√
λ

∞∑
k=1

bk
(2k − 1)π

λ− ((2k − 1)π2)
, (12)
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где ∆0(λ) = 2(1+cos
√
λ) — характеристический определитель невозмущенной антипериодической

задачи. Таким образом, доказана
Теорема 1. Характеристический определитель антипериодической спектральной задачи с воз-

мущенными краевыми условиями (5)–(7) представим в виде (12), где ∆0(λ) — характеристиче-
ский определитель невозмущенной спектральной антипериодической задачи; bk — коэффициенты
разложения (11) функции p(x) в тригонометрический ряд Фурье.

Функция в виде ряда Σ∞k=1bk
(2k − 1)π

λ− ((2k − 1)π)2
из (12) имеет полюса первого порядка в точках

λ = λ0
k, а функция 2 sin

√
λ и ∆0(λ) имеет нули второго порядка в этих же точках. Поэтому

функция ∆1(λ), представленная по формуле (12), является целой аналитической функцией пе-
ременного λ.

Замечание 1. Если рассмотреть возмущенную антипериодическую спектральную задачу (5),
(7), (6), т.е. краевые условия (6)–(7) поменяем местами (7)–(6), тогда соответствующий характе-
ристический определитель будет

∆1(λ) = −
√
λ2(1 + cos

√
λ) + (1 + cos

√
λ)

∫ 1

0
p(x) sin

√
λxdx+

+ sin
√
λ

∫ 1

0
p(x)cos

√
λxdx.

(13)

Отличие (13) от (12) будет только в знаках.
В заключение отметим, что автор выражает благодарность члену-корреспонденту НАН РК,

д.ф.-м.н., профессору М.А. Садыбекову за обсуждение результатов.
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Н.С.Иманбаев

Интегралдық толқытылған антипериодты типтегi шеттiк
шарттармен берiлген Штурм-Лиувилль операторының

спектралдық есебiнiң сипаттамалық анықтауышы

Мақалада интегралдық толқытылған антипериодты типтегi шеттiк шарттармен берiлген Штурм-
Лиувилль операторының түбiрлiк векторлар жүйесiнiң базистiк қасиеттерiн зерттеуге арналған есеп
қарастырылған. Ол спектралдық есептiң сипаттамалық анықтауышы ретiнде белгiленген.
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N.S.Imanbaev

Characteristic determinant of the spectral problem for the
Sturm-Liouville operator with the perturbed boundary value

conditions

We study a question on stability and instability of basis property of system of eigen functions of Sturm-
Liouville operator with an integral perturbation of anti-periodic type boundary value conditions. The
characteristic determinant of a spectral problem of Sturm-Liouville operator has been studied in integral
perturbation of antiperiodic type boundary value conditions.
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