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Бiрқалыпты қозғалмалы шекарасы бар жылуөткiзгiштiк теңдеуi
үшiн Вольтерра сингулярлы интегралдық теңдеуiнiң шешiмi

Уақытта қозғалмалы шекаралы облыстардағы жылуөткiзгiштiк теңдеулерiнiң шеттiк есептерi үлкен
қолданбалы мәнге ие. Мысалы, кристалдардың өсуiнiң теориясына, мұнай қабатттарының термика-
сына, шоғырланған энергия ағымдарымен ыстық өту мәселесiне, жаңғыш материалдар қабатындағы
жану процестерiне қатысты мәселелердi шешу қозғалмалы шекаралы есептердi шешуге әкеледi. Об-
лыстың шекаралары еркiн қозғалыс заңымен өзгеретiн осындай типтi есептердi шешудiң жалпы әдiсi
қарапайым және екi қабатты жылулық потенциалдар теориясына негiзделедi, ол Вольтерр типтi
екiншi тектi интегралдық теңдеулердi шешудiң қажеттiгiне әкеледi.

Кiлт сөздер: Вольтерр сингулярлы интегралдық теңдеуi, бiрқалыпты қозғалмалы шекарасы бар жы-
луөткiзгiштiк теңдеуi, Лаплас түрлендiруi.

Бұл жұмыста шекарасы x = t заңымен қозғалатын бiр өлшемдi жылулық есептiң шешiмi
берiледi

G = {(x, t) : t > 0, 0 < x < t}

облысында
∂u

∂t
= a2∂

2u

∂t2
(1)

жылуөткiзгiштiк теңдеуiнiң шешiмiн табу керек. Бұл теңдеу

u(x, t) |x=0= v(t), u(x, t) |x=t= w(t) (2)

шекаралық шарттарын қанағаттандыруы қажет. Мұндағы u(x, t)

[γ(x, t)]−1 · u(x, t) ∈ L∞(G),

γ = max[

√
t

t− x
exp{− x2

4a2t
}; exp{ t− x

a2
}],

класына тиiстi, γ(x, t) ≥ 1, {x, t} ∈ G.
v(t) және w(t) функцияларын үзiлiссiз деп есептеймiз. Қажет болған жағдайда, t = 0 аумағын-

да шешiм үзiлiссiз болуы үшiн қосымша үйлесiмдiк v(0) = w(0) шартын қолдануымыз керек.
Жылулық потенциалдар әдiсiн қолдана отырып, берiлген есептiң шешiмiн Вольтерр сингу-

лярлы интегралдық теңдеуiнiң шешiмiне әкелуге болады [1].

ϕ(t)−
t∫

0

K(t, τ)ϕ(τ)dτ = f(t), (3)

мұндағы

K(t, τ) =
1

2a
√
π

{
t+ τ

(t− τ)
3
2

exp

(
− (t+ τ)2

4a2(t− τ)

)
+

1

(t− τ)
1
2

exp

(
− t− τ

4a2

)}
, (4)
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f(t) = −2a2

w(t)− 1

2a
√
π

t∫
0

t

(t− τ)
3
2

exp

(
− t2

4a2(t− τ)

)
v(t)dt

 . (5)

K(t, τ) ядросы келесi қасиеттерге ие:
1) K(t, τ) ≥ 0 және 0 < τ ≤ t ≤ 1 аралығында үзiлiссiз,

2) limt−→t0

t∫
t0

K(t, τ)dτ = 0, t0 ≥ ε > 0;

3) limt−→0

t∫
0

K(t, τ)dτ = 1.

1) және 2) қасиеттер орындалатындығы айқын. Ендi 3) қасиеттiң орындалатындығын көрсе-
тейiк.

x =
√
t− τ

ауыстыруын жасасақ, алатынымыз:

t∫
0

K(t, τ)dτ =
2√
π
e

2t
a2

√
t∫

0

exp

{
−
(
t

ax
+

x

2a

)2
}(

t

ax2
− 1

2a

)
dx+

+
1

a
√
π

√
t∫

0

e−
x2

4a2 dx = ‖z =
t

ax
+

x

2a
; ξ =

x

2a
‖ = e

2t
a2 erfc

(
3
√
t

2a

)
+ erf

(√
t

2a

)
,

мұндағы

erf(θ) =
2√
π

θ∫
0

e−z
2
dz; erfc(θ) =

2√
π

∞∫
θ

e−z
2
dz.

Яғни

lim
t−→0

t∫
0

K(t, τ)dτ = 1,

сонымен қоса

lim
t−→∞

t∫
0

K(t, τ)dτ = 1.

(3) теңдеудiң шешiмi [2–5]-те (4) ядроның сипаттамалық бөлiгiн бөлiп алу арқылы және си-
паттамалық теңдеудiң шешiмiн регулиризациялау әдiсi арқылы табылған. Мақалада бiз теңдеудiң
шешiмiн Лаплас түрлендiруi әдiсi арқылы iздестiремiз. Ол үшiн

t+ τ = 2t− (t− τ),
(t+ τ)2

4a2(t− τ)
=

tτ

a2(t− τ)
+
t− τ
4a2

қатынастарын қолданып,(3) теңдеудi келесi түрде жазамыз:

ϕ(t)−
t∫

0

1

2a
√
π

{
2t

(t− τ)
3
2

exp

{
− tτ

a2(t− τ)

}
− 1

(t− τ)
1
2

exp

{
− tτ

a2(t− τ)

}
+

1

(t− τ)
1
2

}
×

×exp
{
− t− τ

4a2

}
ϕ(τ)dτ = f(t). (6)
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Келесi
ϕ1(t) =

√
te

τ
4a2 · ϕ(t) (7)

ауыстыруынан кейiн (3) теңдеу

ϕ1(t) =

t∫
0

√
t

τ
· t

a
√
π(t− τ)

3
2

· exp
{
− tτ

a2(t− τ)

}
· ϕ1(τ)dτ+

+

t∫
0

√
t

τ
· 1

2a
√
π(t− τ)

[
1− exp

{
− tτ

a2(t− τ)

}]
· ϕ1(τ)dτ (8)

түрiне келедi. Осыдан кейiн келесi ауыстырулар жасаймыз:

t =
1

t1
; τ =

1

τ1
;ϕ1

(
1

t1

)
= ψ(t1). (9)

Сонда теңдеуiмiз келесi түрде жазылады:

ψ(t1) =

∞∫
t1

1

a
√
π(τ1 − t1)

3
2

· exp
{
− 1

a2(τ1 − t1)

}
· ψ(τ1)dτ1+

+

∞∫
t1

1

2a
√
π(τ1 − t1)

·
[
1− exp

{
− 1

a2(τ1 − t1)

}]
· 1

τ1
ψ(τ1)dτ1. (10)

Лаплас түрлендiруiн қолданамыз [6]

ψ̂(p) = e−
2
a

√
−p · ψ̂(p) +

1

2a
√
−p

[
1− e−

2
a

√
−p
]
·

p∫
0

ψ̂(q)dq + F̂1(p). (11)

Ендi
p∫
0

ψ̂(q)dq = Ψ(p) белгiлеуiн енгiзсек, яғни ψ(p) =
dΨ(p)

dp
, онда алатынымыз

[
1− e−

2
a

√
−p
] dΨ(p)

dp
−
[
1− e−

2
a

√
−p
]
· 1

2a
√
−p
·Ψ(p) = F̂1(p);

dΨ(p)

dp
− 1

2a
√
−p

Ψ(p) =
1

1− e−
2
a

√
−p
· F̂1(p)

немесе
dΨ(p)

dp
− 1

2a
√
−p

Ψ(p) = F̂1(p) +
e−

2
a

√
−p

1− e−
2
a

√
−p
· F̂1(p),

Ψ(p) = e−
√
−p
a

C +

p∫
0

e−
√
−q
a

1− e−
2
a

√
−q
F̂1(q)dq

 . (12)

Бiртектi интегралдық теңдеудiң шешiмiн табамыз, яғни
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f(t) = 0.

Ψ̂(p) = C · e−
√
−p
a (c=const),

ψ̂(p) = Ψ̂
′
(p) = −C · 1

2a
√
−p

e−
√
−p
a .

Ендi функцияның түпнұсқасын табамыз [7]

g

(
1

t

)
:

1
√
p

∞∫
0

1
√
q
J1(2
√
q · p)ĝ(q)dq,

мұндағы g(t) : ĝ(q); J1(z) — Бессель функциясы.

ϕ̂1(p) =
1
√
p

∞∫
0

1
√
q
· J1(2

√
qp) · 1

2a
√
q
· e−

√
q

a dq =

= ‖√q =
ξ

2
√
p
‖ =

1

a
√
p

∞∫
0

1

ξ
· J1(ξ)e

−
ξ

2a
√
p dξ = F

(
1

2
; 1; 2,−4a2p

)
,

мұндағы F — гипергеометриялық функция. Бiздiң жағдайымызда F гипергеометриялық функ-
цияның қасиетi бойынша [8]

F

(
1

2
; 1; 2,−4a2p

)
=

2

1 +
√

1− 4a2p
.

Бұл бейненiң түпнұсқасы келесiге тең:

√
π

[
−1

a
e−

t
4a2

{
1√
πt

+
1

2a
e

t
4a2 · erfc

(
−
√
t

2a

)}]
=

= −1

a

[
1√
t
e−

t
4a2 +

√
π

2a
· erfc

(
−
√
t

2a

)]
.

Осылайша, алғашқы бiртектi (3) интегралдық теңдеудiң жалпы шешiмi келесi түрде болады:

ϕ0(t) = C

{
1√
t
e−

t
4a2 +

√
π

2a
erf

(√
t

2a

)
+

√
π

2a

}
. (13)

(1)–(2) бiртектi шеттiк есептiң шешiмi келесi түрде болатындығын көрсете аламыз:

u(x, t) = C ·
t∫

0

1

2a
√
π

{
x+ t

(t− τ)
3
2

exp

[
− (x+ t)2

4a2(t− τ)

]
+

x− τ
(t− τ)

3
2

· exp
[
− (x− t)2

4a2(t− τ)

]}
ϕ0(τ)dτ,

мұндағы ϕ0(t) (13) қатынасынан табылады.
Сонымен,

ut(x, t)− a2uxx(x, t) = λu(x, t);

{x, t} ∈ G = {t > 0, 0 < x < t} ;
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u(x, t)|x=0 = 0, t > 0;

u(x, t)|x=t = 0, t > 0

спектрлi есебi үшiн бiз келесi теоремалар орындалатындығын дәлелдедiк.
Теорема 1. Берiлген спектрлi есептiң λ0 = 0 меншiктi мәнi және uhot(x, t) меншiктi функциясы

бар, сонымен қоса
[γ(x, t)]−1 · uhot(x, t) ∈ L∞(G), γ(x, t) ≥ 1,

γ = max

[ √
t

t− x
exp

{
− x2

4a2t

}
; exp

{
t− x
a2

}]
.

Теорема 2. Жалғыздық класы:

[γε(x, t)]
−1 · u(x, t) ∈ L∞(G), γε(x, t) ≥ 1,

мұндағы

γε = max

[( √
t

t− x

)1−ε

· exp
{
− x2

4a2t

}
; exp

{
(1− ε)(t− x)

a2

}]
, ε > 0.

Алғашқы шеттiк есептiң шешiмi

Ендi бiз G = {(x, t) : t > 0, 0 < x < t} облысында

u(x, t) |x=0= v(t), u(x, t) |x=t= w(t)

шекаралық шарттарын қанағаттандыратын

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂t2
= 0

жылуөткiзгiштiк теңдеуiнiң шешiмiн табуымыз қажет. Шешiмдi айқын түрде жазайық. v(t) және
w(t) шарттанын қолданып, (1)–(2) бiрiншi шеттiк есептiң шешiмiн айқын түрде көрсетейiк:

u(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

x

(t− τ)
3
2

exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
ν(τ)dτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

x− τ
(t− τ)

3
2

exp

{
− (x− τ)2

4a2(t− τ)

}
ϕ(τ)dτ, (14)

мұндағы

ν(t) = 2a2v(t) +
1

2a
√
π

t∫
0

τ

(t− τ)
3
2

exp

{
− τ2

4a2(t− τ)

}
ϕ(τ)dτ. (15)

(14) мәнiн (15) теңдеуге қоямыз

u(x, t) =
a√
π

t∫
0

x

(t− τ)
3
2

exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
· v(τ)dτ + J1(x, t) + J2(x, t),

мұндағы

J2(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

x− τ
(t− τ)

3
2

exp

{
− (x− τ)2

4a2(t− τ)

}
ϕ(τ)dτ.
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J1(x, t) есептейiк:

J1(x, t) =
1

(2a
√
π)2

t∫
0

x

(t− τ)3/2
· exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
×

×

 τ∫
0

τ1

(τ − τ1)3/2
exp

{
− τ2

1

4a2(τ − τ1)

}
· ϕ(τ1)dτ1

 dτ =

=
1

(2a
√
π)2

t∫
0

ϕ(τ1)dτ1 ·
t∫

τ1

xτ1

[(t− τ)(τ − τ1)]3/2
exp

{
− 1

4a2

[
x2

t− τ
+

τ2
1

τ − τ1

]}
dτ =

= ‖
√

t− τ
τ − τ1

= z‖ =
1

(2a
√
π)2

t∫
0

ϕ(τ1)

{
e
− x2+τ21

4a2(t−τ1)

}
dτ1

∞∫
0

2xτ1

(t− τ1)2

(
1 +

1

z2

)
×

× exp

{
− x2

4a2(t− τ1)
· 1

z2
− τ2

1

4a2(t− τ1)
· z2

}
dτ =

=
1

(2a
√
π)2

t∫
0

ϕ(τ1)
2xτ1

(t− τ1)2

{√
π

2
· 2a
√
t− τ1

τ1
+

√
π

2
· 2a
√
t− τ1

x

}
×

× exp

{
−2

xτ1

4a2(t− τ1)
− x2 + τ2

1

4a2(t− τ1)

}
dτ1 =

=
1

2a
√
π

t∫
0

x+ τ1

(t− τ1)3/2
exp

{
− (x+ τ1)2

4a2(t− τ1)

}
ϕ(τ1)dτ1.

Осылайша, (1), (2) теңдеудiң шешiмi келесi түрде болады:

u(x, t) =
a√
π

t∫
0

x

(t− τ)3/2
exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
v(τ)dτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

{
x+ τ

(t− τ)3/2
e
− (x+τ)2

4a2(t−τ) +
x− τ

(t− τ)3/2
e
− (x−τ)2

4a2(t−τ)

}
ϕ(τ)dτ,

мұндағы

ϕ(t) = f(t) +

t∫
0

R(t, τ)exp

{
− t− τ

4a2

}
f(τ)dτ + C

{
1√
t
e−

t
4a2 +

√
π

2a
erf

(√
t

2a

)
+

√
π

2a

}
,

f(t) = −2a2

w(t)− 1

2a
√
π

t∫
0

t

(t− τ)
3
2

exp

{
− t2

4a2(t− τ)

}
v(τ)dτ

 ,
ал

R(t, τ) =
t

a
√
π(t− τ)

3
2

∞∑
n=1

n · exp
{
− n2tτ

a2(t− τ)

}
+

1

2a
√
π(t− τ)

+
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+
1

2a2π

∞∑
n=1

(
a
√
π√

t− τ
exp

{
− n2τt

a2(t− τ)

}
+ πn · exp

{
−τn

2

a2

}
erfc

(
nτ

a
√
t− τ

))
+

+

√
π

2a
exp

(
t− τ
4a2

){
1 + erf

(√
t− τ
2a

)}
+

+

t∫
τ

{ τ1

2a2(τ1 − τ)3/2
exp

(
t− τ1

4a2

) ∞∑
n=1

n · exp
{
− n2τ1τ

a2(τ1 − τ)

}
+

+
1

4a2
√
τ1 − τ

exp

(
t− τ1

4a2

) ∞∑
n=1

exp

{
− n2τ1τ

a2(τ1 − τ)

}
+

+

√
π

4a3
exp

(
t− τ1

4a2

) ∞∑
n=1

n · exp
{
−τn

2

a2

}
erfc

(
nτ

a
√
τ1 − τ

)
}dτ1.
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Бiрқалыпты қозғалмалы шекарасы ...

М.Т.Дженалиев, М.И.Рамазанов, А.К.Жанболова

К решению сингулярного интегрального уравнения Вольтерра
тепловой задачи с равномерно движущейся границей

Краевые задачи уравнения теплопроводности в областях с движущимися во времени границами при-
обретают большое практическое значение. Так, например, решение вопросов, связанных с теорией
роста кристаллов, термикой нефтяных пластов, проблемой теплового удара концентрированными
потоками энергии, с процессами горения в слое горючего материала, сводится к решению задач с
движущейся границей. Общий метод решения подобного рода задач при произвольном законе дви-
жения границ области основан на теории тепловых потенциалов простого и двойного слоя, который
приводит к необходимости решения интегральных уравнений типа Вольтерры второго рода. В данной
работе рассмотрено сингулярное интегральное уравнение типа Вольтерры с движущейся границей.

M.T. Jenaliyev, M.I.Ramazanov, A.K.Zhanbolova

The solution of the singular Volterra integral equation of the thermal
problem with a uniformly moving boundary

Boundary value problems the heat equation in domains with moving through time boundaries are becoming
of great practical importance. For example, the addressing: with the theory of crystal growth, thermal
oil reservoir, the problem of heat stroke by the concentrated streams of energy, the combustion layer of
combustible material is reduced to the solution of problems with moving boundary. A General method of
solving such kind of problems by the arbitrary law of motion of region bounds based on the theory of heat
potentials simple and double layers, which leads to the solution of integral equations of type Volterra of
the second kind.
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