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В статье рассмотрены пространство Лоренца периодических функций многих переменных и класс
Никольского-Бесова. В пространстве Лоренца дано определение билинейного приближения функции
и приведена теорема Марцинкевича-Зигмунда для тригонометрического полинома. Установлены
оценки наилучших билинейных приближений класса Никольского-Бесова в пространстве Лоренца.
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Пусть x̄ = (x1, ..., xm) ∈ Im = [0, 2π)m .Пространством Лоренца Lq,θ(Im) называется множество
всех измеримых по Лебегу 2π-периодических функций, для которых

‖f‖q,θ =

{
θ

q

∫ (2π)m

0

(∫ t

0
f∗(τ)dτ

)θ
t
θ( 1
q
−1)−1

dt

} 1
θ

< +∞, 1 < q < +∞, 1 ≤ θ < +∞,

где f∗(τ) — невозрастающая перестановка функции |f(x̄)| [1]. Если θ = q, то Lq,q(Im) =
= Lq(Im) — пространство Лебега [2].

Пусть Vl(t), l ∈ N, t ∈ R, обозначает ядро Валле-Пуссена вида

Vl(t) = 1 + 2

l∑
k=1

cos kt+ 2

2l−1∑
k=l+1

2l − k
l

cos kt,

(при l = 1 вторую сумму считаем равной нулю).
Многомерное ядро Валле-Пуссена Vl(x̄), x̄ ∈ Rm, определяется по формуле

Vl(x̄) =
m∏
j=1

Vl(xj).

На пространстве Lp,θ(Im) определим оператор свертки Vl : Lp,θ(Im) → L1(Im), действующий по
формуле

Vlf(x̄) = (2π)m
∫
Im
f(ȳ)Vl(x̄− ȳ)dx̄.
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Таким образом, с помощью оператора Vl определяются кратные средние Валле-Пуссена функ-
ции f ∈ Lp,θ(Im)

Vl(f, x̄) = Vlf(x̄).

Для функции f ∈ Lp,θ(Im), 1 < p <∞, 1 ≤ θ <∞, положим

σ0(f, x̄) = V1(f, x̄), σs(f, x̄) = V2s(f, x̄)− V2s−1(f, x̄), s = 1, 2, ... .

Пусть 1 < p, θ <∞, 1 ≤ τ ≤ ∞ и r > 0. Рассмотрим классы Никольского-Бесова

Hr
p,θ =

{
f ∈ Lp,θ(Im) : ‖σs(f)‖p,θ ≤ 2−sr, s ∈ Z+

}
,

Br
p,θ,τ =

f ∈ Lp,θ(Im) :

∑
s∈Z+

2srθ‖σs(f)‖τp,θ

 1
τ

≤ 1

 .

Для функции f ∈ Lp,θ(I2m) рассмотрим наилучшее билинейное приближение порядка M ∈ N

τM (f)p,θ = inf
uj(x̄),vj(ȳ)

‖f(x̄, ȳ)−
M∑
j=1

uj(x̄)vj(ȳ)‖p,θ,

где uj ∈ Lp,θ(Im); vj ∈ Lp,θ(Im).
Теория билинейных приближений имеет долгую и богатую историю. По-видимому, первый

результат был получен Е.Шмидтом в 1907 г. и относится к задаче наилучшего билинейного
приближения функций f(x1, x2) двух переменных в гильбертовом пространстве L2 [3]. Эта
задача, в свою очередь, тесно связана с проблемой разложения соответствующего интегрального
оператора с ядром f(x1, x2) [3]. Систематическое развитие этой теории проведено в серии работ
В.Н.Темлякова [4−7] (там же и в [8] см. историю вопроса и подробную библиографию). Оценкам
порядка величин τM (F )q в случае, когда F — класс СоболеваW r

p или НикольскогоHr
p , посвящены

статьи В.Н. Темлякова [4–7], Э.С. Белинского [9], М.-Б.А. Бабаева [10], К. Т. Мынбаева [11].
Точный порядок наилучшего билинейного приближения функций вида f(x̄−ȳ) на классе Николь-
ского-Бесова-Аманова Srp,θB в пространстве Лебега Lq(Im) установил и А.С. Романюк и В.С. Ро-
манюк [12, 13].

Оценки билинейных приближений обобщенных классов Никольского-Бесова-Аманова в прос-
транстве Лебега получила К.В. Солич [14, 15].

С другой стороны, билинейное приближение функций тесно связано с оценками колмогоровс-
ких поперечников классов функций (см. [5, 9, 11]).

Если задан класс F ⊂ Lp,θ(I2m), то положим

τM (F )p,θ = sup
f∈F

τM (f)p,θ.

Цель статьи — найти оценки наилучших билинейных приближений функций класса Николь-
ского-Бесова Br

p,θ,τ в пространстве Лоренца.
Для положительных величин A(y), B(y) запись A(y) � B(y) означает, что существуют поло-

жительные числа C1, C2 такие,что C1A(y) ≤ B(y) ≤ C2A(y).
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Основные результаты

Основным результатом статьи является теорема 2. Сначала приведем некоторые вспомога-
тельные утверждения, необходимые для доказательства основного результата.

Рассмотрим множества

Cm(M) = {k̄ = (k1, ..., km) ∈ Zm : |kj | ≤M, j = 1, ...,m};

T(Cm(M)) =

T (x̄) =
∑

k̄∈Cm(M)

ck̄e
i〈k̄,x̄〉, ck̄ ∈ C


и для чисел 1 < p <∞, 1 ≤ θ <∞ положим, что

T(Cm(M))p,θ = {f ∈ T(Cm(M)) : ‖f‖p,θ ≤ 1}.

Теорема 1 [16]. Пусть f ∈ T(Cm(M)), n ∈ N, 1 ≤ θ1, θ2 < ∞. Тогда при 1 < p < q ≤ ∞ имеет
место неравенство

‖f‖q,θ2 ≤ C2
nm( 1

p
− 1
q

)‖f‖p,θ1 .
Лемма 1. Пусть a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an, 1 ≤ θ1 ≤ θ2 <∞. Если

n∑
l=1

aθ1l l
θ1α−1 ≤ Aθ1

и θ2β ≤ θ1α, то  n∑
l=n1

aθ2l l
θ2β−1

 1
θ2

≤ CAn−(α−β)
1 .

Замечание. В случае α = 1
θ1
, β = 1

θ2
лемма 1 ранее доказана В.Н. Темляковым [4].

Для заданного тригонометрического полинома

TN̄ (x̄) =
∑

|kj |≤Nj ,j=1,...m

ck̄e
i〈k̄,x̄〉

рассмотрим функцию

JTN̄ (x̄n̄, t̄) =

4N1∑
n1=1

...

4Nm∑
nm=1

TN̄ (x̄n̄)χIn̄(t̄),

где χIn̄(t̄) – характеристическая функция множества

In̄ =

m∏
j=1

[
π(nj − 1)

2Nj
,
πnj
2Nj

], x̄n̄ = (xn̄1 , ..., x
n̄
m), x

nj
j =

πnj
2Nj

, nj = 1, ..., 4Nj , j = 1, ...,m.

Пусть Mm =
∏m
j=1 4Nj ; {T ∗N̄ (j)}Mm

j=1 — невозрастающая перестановка чисел |TN̄ (x̄n̄)|.
В работе [17] в пространстве Лоренца доказано соотношение

‖TN̄‖p,θ � ‖JTN̄‖p,θ, 1 < p <∞, 1 ≤ θ <∞,

которое можно сформулировать в виде следующего утверждения.
Лемма 2. Пусть 1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞. Тогда для любого тригонометрического полинома

TN̄ справедливо соотношение

‖TN̄‖p,θ �
(
prodmj=1

πnj
2Nj

) 1
p


Mm∑
j=1

(
T ∗N̄ (j)j

θ
p
−1
)

1
θ

.

Теперь докажем основные результаты.
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Теорема 2. Пусть 1 ≤ θ1, θ2 <∞, 1 ≤ τ ≤ ∞.
1. Если 1 < p ≤ 2 < q <∞, r

m > 2
p , то

τM (Br
p,θ1,τ )q,θ2 �M

− r
m

+ 1
p
− 1

2 .

2. Если 1 < p < q ≤ 2, θ1 ≤ θ2, θ2q ≤
θ1
p ,

r
m > 2(1

p −
1
q ), то

τM (Br
p,θ1,τ )q,θ2 ≤ CM

− r
m

+ 1
p
− 1
q .

В случае q ≥ θ2 оценка точна по порядку.
3. Если 2 < p < q <∞, r > m, то

τM (Br
p,θ1,τ )q,θ2 ≤ CM−

r
m .

Доказательство. Оценку сверху достаточно установить в случае τ =∞. Пусть дана функция
f(t̄) ∈ Hr

p,θ1
, t̄ = (t1, ..., t2m) ∈ R2m.

Рассмотрим полиномы

An(f ; z̄) = f(t̄) ∗
(
V2n(t̄)− V2n−1(t̄)

)
, n = 1, 2, . . . ;

A0(f ; z̄) = f(t̄) ∗ V1(t̄).

Здесь z̄ = (z1, ..., z2m) ∈ R2m. Тогда функцию f(t̄) ∈ Hr
p,θ1

можно представить в виде

f(z̄) =
∞∑
n=0

An(f ; z̄). (1)

Пусть 2 ≤ p < q <∞, r > 0, 1 ≤ θ1, θ2 <∞ и f ∈ Hr
p,θ1

.
Положим M1 = (2l+1 − 1)m � 2lm, Mn = [M12−α(n−l)], n ≥ l, где [a]− целая часть числа a,

α > 0 — произвольное число.
Пусть M = C(α)2lm, где C(α) > 0 — достаточно большое число. Тогда

M0 = M1 +

∞∑
n=l

Mn < M иM0 � 2lm.

Существует число n0 = [λl] + 1, λ > 1, такое, что Mn > 1 при l ≤ n ≤ n0 и Mn = 0 при
n > n0. Далее, по лемме 1 в [13]

τMn(An(f))∞ ≤ CM−1
n 2nm log(1 +M−1

n 2nm)‖An(f)‖2 (2)

при n ≤ n0.
Если 2 < p, то Hr

p,θ1
⊂ Hr

2,2. Поэтому из оценки (2) получим

τMn(An(f))∞ ≤ CM−1
n 2nm log(1 +M−1

n 2nm)2−nr

при n ≤ n0.
Далее, пользуясь этой оценкой и неравенством разных метрик (теорема 1), получим:

τM (f)q,θ2 ≤ τM (f)∞ =

n0∑
n=l

τMn(An(f))∞ +
∞∑

n=n0+1

‖An(f)‖∞ ≤

≤ C

{
n0∑
n=l

M−1
n 2nm log(1 +M−1

n 2nm)2−nr +

∞∑
n=n0+1

2nm‖An(f)‖2

}
≤

≤ C

{
M−1

1 2−lα
n0∑
n=l

2−n(r−m−α) log(1 +M−1
n 2nm) +

∞∑
n=n0+1

2−n(r−m)

}
.

(3)

10 Вестник Карагандинского университета
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Выберем число α такое, что r −m− α > 0. Тогда из неравенства (3) находим

τM (f)q,θ2 ≤ C
{
M−1

1 2−lα2−l(r−m−α) + 2−n0(r−m)
}
≤ C2−lr �M−

r
m .

Таким образом,
τM (f)q,θ2 ≤ CM−

r
m

для любой функции f(t̄) ∈ Hr
p,θ1

в случае 2 < p < q <∞, r > m.
Следовательно,

τM (Br
p,θ1,τ )q,θ2 ≤ CM−

r
m (4)

в случае 2 < p < q <∞, r > m.
Если p = 2 < q < ∞ и θ1 ≤ 2, то Hr

p,θ1
= Hr

2,θ1
⊂ Hr

2,2. Поэтому оценка (4) остается
справедливой и в этом случае.

Пусть 1 < p < q ≤ 2. Для n ≥ 2 полином An(f, z̄) представим в виде

An(f, z̄) = 2−2m(n+3)
∑
µ̄,ν̄

An(f, x̄µ̄, ȳν̄)V2n+1(x̄− x̄µ̄, ȳ − ȳν̄),

где
xµ̄j =

µjπ

2n+2
, µj = 0, 1, 2, ..., 2n+3 − 1, j = 1, ...,m;

yν̄j =
νjπ

2n+2
, νj = 0, 1, 2, ..., 2n+3 − 1, j = 1, ...,m.

Пусть Gn обозначает множество, состоящее из Mn точек (x̄µ̄, ȳν̄) с наибольшими числами
|An(f, x̄µ̄, ȳν̄)|. Тогда

Gn = {(x̄µ̄, ȳν̄) : µj = 0, 1, 2, ..., 2n+3 − 1; νj = 0, 1, 2, ..., 2n+3 − 1; j = 1, ...,m} = �n.

Mn = |Gn|; |�n| — количество точек соответственно множеств Gn, �n.
Рассмотрим функцию

gn(x̄, ȳ) = 2−2m(n+3)
∑

µ̄,ν̄:(x̄µ̄,ȳν̄)∈Gn

An(f, x̄µ̄, ȳν̄)V2n+1(x̄− x̄µ̄, ȳ − ȳν̄).

Применяя лемму 2, получим

‖An(f)− gn‖q,θ2 = ‖
∑

(x̄µ̄,ȳν̄)∈�n\Gn

An(f, x̄µ̄, ȳν̄)V2n+1(x̄− x̄µ̄, ȳ − ȳν̄)‖q,θ2 ≤

≤ C(2−n2m)
1
q

( |�n|∑
j=Mn+1

(A∗n(f, j))θ2j
θ2
q
−1
) 1
θ2 . (5)

По лемме 2 для полинома An(f, x̄, ȳ) имеем

(π2−n2m)
1
p

(|�n|∑
j=1

(A∗n(f, j))θ1j
θ1
p
−1
) 1
θ1 ≤ C‖An(f)‖p,θ1 .

Следовательно, если θ1 ≤ θ2 и θ2
q ≤

θ1
p , то по лемме 1 получим |�n|∑

j=Mn+1

(A∗n(f, j))θ2j
θ2
q
−1

 1
θ2

≤ C2
n2m
p M

−( 1
p
− 1
q

)
n ‖An(f)‖p,θ1 .

Серия «Математика». №1(81)/2016 11



Г.Акишев

Поэтому из неравенства (5) будем иметь

‖An(f)− gn‖q,θ2 ≤ C2
n2m( 1

p
− 1
q

)
M
−( 1

p
− 1
q

)
n ‖An(f)‖p,θ1 , (6)

если θ1 ≤ θ2 и θ2
q ≤

θ1
p .

Из неравенства

τM (f)q,θ2 ≤
∞∑
n=l

τMn(An(f))q,θ2 ,

учитывая соотношение (6) и применяя неравенство разных метрик, получим

τM (f)q,θ2 ≤
n0∑
n=l

‖An(f)− gn‖q,θ2 +

∞∑
n=n0+1

‖An(f)‖q,θ2 ≤

≤ C
{ n0∑
n=l

2
n2m( 1

p
− 1
q

)
M
−( 1

p
− 1
q

)
n ‖An(f)‖p,θ1 +

∞∑
n=n0+1

2
n2m( 1

p
− 1
q

)‖An(f)‖p,θ1
}
.

Так как f ∈ Hr
p,θ1

, то, учитывая определение чисел Mn, отсюда будем иметь

τM (f)q,θ2 ≤ C

{
M
−
(

1
p
− 1
q

)
1 2

−lα
(

1
p
− 1
q

) n0∑
n=l

2
−n
(
r−(2m+α)

(
1
p
− 1
q

))
+

∞∑
n=n0+1

2
−n
(
r−2m

(
1
p
− 1
q

))}
. (7)

Выберем положительное число α такое, что r − (2m + α)
(

1
p −

1
q

)
> 0. Тогда из формулы (7)

следует, что

τM (f)q,θ2 ≤ CM
−
(
r
m
−
(

1
p
− 1
q

))

для любой функции f(t̄) ∈ Hr
p,θ1

в случае 1 < p < q ≤ 2 и θ1 ≤ θ2,
θ2

q
≤ θ1

p
.

Следовательно,

τM (Br
2,θ1,τ )q,θ2 ≤ CM

−
(
r
m
−
(

1
p
− 1
q

))
в случае 1 < p < q ≤ 2, θ1 ≤ θ2 и θ2

q ≤
θ1
p . Этим оценки сверху доказаны.

Докажем оценки снизу. Пусть 1 < p < q ≤ 2. Если q ≥ θ2, то Lq,θ2(I2m) ⊂ Lq(I2m) и ‖f‖q ≤
≤ C‖f‖q, θ2 . Так как V2n(x̄−ȳ) — непрерывная функция, то V2n ∈ Lq(I2m). В работе [13] доказано,
что

τM (V2n(x̄− ȳ))q ≥ C2
−nm

(
1
q
−1
)
.

Следовательно,

τM (V2n(x̄− ȳ))q,θ2 ≥ C12
−nm

(
1
q
−1
)

(8)

при условии q ≥ θ2.
Теперь рассмотрим функцию

f1(t̄) = C−1
1 2

−nm
(
r
m

+1− 1
p

)
V2n(t̄), t̄ ∈ Rm.

Так как ‖V2n‖p,θ1 � 2
nm
(

1− 1
p

)
, 1 < p < ∞, то нетрудно убедиться, что функция f1 ∈ Br

p,θ1,τ
.

Поэтому из неравенства (8) имеем

τM (Br
p,θ1,τ )q,θ2 ≥ τM (f1)q,θ2 ≥ C2

−nm
(
r
m

+ 1
q
− 1
p

)
≥ CM−

(
r
m

+ 1
q
− 1
p

)
(9)

12 Вестник Карагандинского университета



Оценки билинейных приближений ...

в случае 1 < p < q ≤ 2 при условии q ≥ θ2.
Пусть 1 < p < 2 < q <∞. Так как Lq,θ2(I2m) ⊂ L2(I2m) и ‖f‖2 ≤ C‖f‖q,θ2 при 2 < q <∞, то

τM (Br
p,θ1,τ )q,θ2 ≥ τM (f1)2.

Следовательно, в силу (9) при q = θ2 = 2 имеем

τM (Br
p,θ1,τ )q,θ2 ≥ CM

−
(
r
m

+ 1
2
− 1
p

)
.

Этим оценка снизу в случае 1 < p < 2 < q <∞, 1 ≤ θ2 <∞ доказана.
Замечание. В случае θ1 = p, θ2 = q из теоремы 2 следуют результаты А.С.Романюка и

В.С.Романюка [13].
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Ғ.Ақышев

Лоренц кеңiстiгiнде функциялардың
қоссызықты жуықтауларын бағалау

Мақалада 2π көп айнымалы функциялардың Лоренц кеңiстiгi және Никольский-Бесов класы қарас-
тырылды. Лоренц кеңiстiгiнде функцияның ең жақсы қоссызықты жуықтауының анықтамасы және
тригономериялық көпмүше үшiн Марцинкевич-Зигмунд теоремасы берiлген. Лоренц кеңiстiгiнде
Никольский-Бесов класының функцияларының ең жақсы қоссызықты жуықтауының бағалауы алынды.

G.Akishev

The estimates bilinear of approximations
functions in the space Lorentz

In this paper considered Lorentz space of periodic functions of many variables and Nikol’skii’s-Besov’s class.
in Lorentz space the definition of the best bilinear of approximation function and Marcinkiewicz-Zygmund
theorem for trigonometric polynomial. Is obtained the estimate of the best bilinear of approximation
function Nikol’skii’s-Besov’s classes in the space Lorentz.
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