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О когомологии простых ограниченных модулей для
алгебраических групп

Исследованы первые и вторые группы когомологии простых ограниченных модулей для алгебраи-
ческих групп с неприводимой системой корней над алгебраически замкнутым полем положительной
характеристики. Доказано, что группа когомологии простого ограниченного модуля для алгебраи-
ческой группы изоморфна пространству морфизмов между тривиальным одномерным модулем и
соответствующей группой когомологии ядра Фробениуса данной алгебраической группы. В случае
второй когомологии на характеристику p основного поля накладывается ограничение p ≥ 3h− 3, где
h – число Кокстера.
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1 Введение

1.1. В положительной характеристике для данной алгебраической группы с неприводимой системой
корней существуют семейства бесконечных простых конечномерных модулей с нетривиальной когомо-
логией. Полные описания таких семейств получены только для малых алгебраических групп ранга 1, 2
и когомологических групп степеней 1, 2 и 3 [1–12]. Некоторые примеры семейств бесконечных простых
конечномерных модулей с нетривиальной когомологией получены в работах [13, 14]. Конечные примеры
простых конечномерных модулей малых размерностей с нетривиальной когомологией описаны в работах
[15–19]. В категории ограниченных модулей (модули с ограниченным старшим весом) существует только
конечное число простых конечномерных модулей с нетривиальной когомологией. Поэтому их изучение
намного проще, чем в общем случае. В [20] они рассмотрены в связи с изучением необходимых и дос-
таточных условий изоморфности первой группы когомологии алгебраической группы с неприводимой
системой корней над алгебраически замкнутым полем характеристики p > 0 и соответствующей первой
группы когомологии ее алгебры Ли с коэффициентами в простых модулях. Аналогичное исследование
проводится автором для случая второй когомологии.

В данной статье рассмотрены свойства первых и вторых групп когомологии алгебраических групп с
неприводимой системой корней над алгебраически замкнутым полем характеристики p > 0 с коэффициен-
тами в простых ограниченных модулях. Основная цель – получить наиболее простую формулу вычисления
когомологии простых ограниченных модулей для алгебраических групп с неприводимой системой корней
в положительной характеристике. Согласно [21, A.10], полученный результат для категории всех простых
ограниченных модулей будет справедливым и в категории всех простых конечномерных модулей.

1.2. Пусть G – алгебраическая группа с неприводимой системой корней над алгебраически замкнутым
полем k характеристики p > 0; T – максимальный тор в G; B ⊃ T – подгруппа Бореля группы G, соот-
ветствующая отрицательным корням. Ядро морфизма Фробениуса, рассматриваемое как ядро морфизма
групповых схем, обозначается через G1.

Обозначим через R систему корней группы G относительно (G,T ). Множество положительных и
отрицательных корней соответственно обозначим через R+ и R−, и пусть S – множество простых корней,
h – число Кокстера. Для системы корней ранга l пусть α1, · · · , αl – простые корни и λ1, · · · , λl – фундамен-
тальные веса. Обозначим целочисленную решетку весов, порожденную фундаментальными весами, через
X(T ) (аддитивная группа характеров максимального тора T ), и пусть X+(T ) – множество доминантных
весов; X1(T ) – множество ограниченных весов.

Пусть V – рациональный G-модуль. Обозначим через V (r) скручивание Фробениуса V степени r. Более
того, существует единственный r ≥ 1, такой что V (−r) есть G-модуль, на котором G1 действует нетри-
виально.
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1.3. Основным результатом данной работы является следующая
Теорема. Пусть G – алгебраическая группа с неприводимой системой корней над алгебраически за-

мкнутым полем k характеристики p > 0 и V – простой ограниченный G-модуль. Тогда:
(a) H1(G,V ) ∼= HomG(k,H1(G1, V )(−1));
(b) если p ≥ 3h− 3, то H2(G,V ) ∼= HomG(k,H2(G1, V )(−1)).

Замечание. В достаточно больших характеристиках поля для Hn(G,V ) теорема верна и при n > 2.
Однако для них нижняя граница значений характеристики p еще не установлена.

Доказательство теоремы основано на изучении свойства спектральной последовательности Линдона-
Хохшильда-Серра [21, I.6.6.(3)]:

Enm2 = Hn(G/G1, Hm(G1, V ))⇒ Hn+m(G,V ), (1)

для короткой точной последовательности групповых схем

1→ G1 → G→ G/G1 → 1

и G-модуля V.

2 Доказательство теоремы

2.1. В данном подпункте устанавливаются необходимые для доказательства основных результатов
свойства спектральной последовательности (1). Пусть V – простой G-модуль с ограниченным старшим
весом. Согласно [13, п.1, с. 768]

Hn(G/G1, Hm(G1, V )) ∼= Hn(G,Hm(G1, V )(−1)).

Следовательно,
Enm2

∼= Hn(G,Hm(G1, V )(−1)). (2)

Если Enm∞ – стабильное значение точки (n,m) спектральной последовательности (1), то

Hj(G,V ) =
⊕

n+m=j

Enm∞ . (3)

Лемма 1. Пусть p > 2 и V — простой G-модуль со старшим весом из области ограниченных весов.
Тогда E2,0

2 = 0.
Доказательство. По формуле (2), E2,0

2
∼= H2(G,H0(G1, V )(−1)). Так как V – ограниченный простой

g-модуль, то H0(G1, V )(−1) = 0. Следовательно, E2,0
2 = 0.

Лемма 2. Пусть p ≥ 3h−3 и V – простой G-модуль со старшим весом из области ограниченных весов.
Тогда E1,1

2 = 0 и E2,1
2 = 0.

Доказательство. Согласно [1; 502], если p ≥ 3h − 3, то H1(G1, V )(−1) — вполне приводимый
G-модуль и любой ее доминантный вес лежит в нижнем фундаментальном алькове. Следовательно,
Hn(G,H1 (G1, V )(−1)) = 0 для всех n > 0. Тогда по формуле (2) E1,1

2 = 0 и E2,1
2 = 0.

Лемма 3. Пусть p ≥ 3h − 3 и V — простой G-модуль со старшим весом из области ограниченных
весов. Тогда:

(a) E2,0
2 = E2,0

∞ ;
(b) E1,1

2 = E1,1
∞ ;

(c) E0,2
2 = E0,2

∞ ;
(d) H2(G,V ) = E20

2 ⊕ E11
2 ⊕ E02

2 .
Доказательство. По определению E n, m

i + 1 является когомологией последовательности
En−i,m+i−1
i → En,mi → En+i,m−i+1

i . Тогда очевидно, что E2,0
3 = E2,0

∞ , E1,1
3 = E1,1

∞ , E0,2
4 = E0,2

∞ . Следова-
тельно,

E2,0
2 = E2,0

∞ , если E2,0
2 = E2,0

3 ; (4)

E1,1
2 = E1,1

∞ , если E1,1
2 = E1,1

3 ; (5)

E0,2
2 = E0,2

∞ , если E0,2
2 = E0,2

3 = E0,2
4 . (6)
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Так как En,m3 является когомологией последовательности

En−2,m+1
2 → En,m2 → En+2,m−1

2 ,

то En,m2 = En,m3 , если

En−2,m+1
2 = En+2,m−1

2 = 0 каждый раз, когда En,m2 6= 0. (7)

Согласно леммам 1 и 2, условие (7) выполняется для всех целочисленных точек
(n,m) = (2, 0), (1, 1), (0, 2). Тогда утверждения (a) и (b) следуют соответственно из (4) и (5).

Аналогично, En,m3 = En,m4 , если

En−3,m+2
2 = En+3,m−2

2 = 0 каждый раз, когда En,m2 6= 0. (8)

Пусть (n,m) = (0, 2). Тогда по формуле (2) E3,0
2
∼= H3(G,H0(G1, V )(−1)) = 0. Поэтому, согласно

условию (8), E0,2
3 = E0,2

4 . Таким образом, утверждение (c) следует из (6).
Наконец, утверждение (d) следует из утверждений (a) – (c) и формулы (3).
2.2. Доказательство теоремы. (a) Если n+m = 1, то для всех целочисленных точек первого квадранта

En,m2 = E1,0
∞ , En−2,m+1

2 = En+2,m−1
2 = 0. Тогда, используя формулу (3), получим

H1(G,V ) = E1,0
2 ⊕ E0,1

2 .

Согласно (2), E1,0
2
∼= H1(G,H0(G1, V )(−1)). Легко показать, что E1,0

2 = 0. Действительно, если
V 6= k, то это очевидно. Если V = k, то H0(G1, V )(−1) = k, тогда E1,0

2
∼=H1(G, k) = 0. Следовательно,

H1(G,V ) = E0,1
2 . Наконец, используя (3), получим

H1(G,V ) ∼= H0(G,H1(G1, V )(−1)) ∼= HomG(k,H1(G1, V )(−1)).

(b) Согласно леммам 1 и 2, E2,0
2 = E1,1

2 = 0. Тогда по лемме 3 (d)

H2(G,V ) = E02
2 . (9)

Далее, согласно (2), E02
2
∼= H0(G,H2(G1, V )(−1)) ∼= HomG(k,H2(G1, V )(−1)). Тогда, используя (9),

получим
H2(G,V ) ∼= HomG(k,H2(G1, V )(−1)).

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта 0828/ГФ4 (рук. А.С. Джумадильдаев) МОН
РК по теме «Алгебры, близкие к Лиевым: когомологии, тождества и деформации».
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Ш.Ш. Ыбыраев

Алгебралық группалар үшiн жай шектелген модульдердiң
когомологиялары туралы

Сипаттамасы оң алгебралық тұйық өрiстегi түбiрлер жүйесi келтiрiлмеген алгебралық группалар
үшiн жай шектелген модульдер когомологияларының бiрiншi және екiншi группалары зерттелдi.
Алгебралық группа үшiн жай шектелген модульдiң когомология группасы бiр өлшемдi модуль мен
берiлген алгебралық группа үшiн Фробениус морфизмi ядросының сәйкестi когомология группасы-
ның арасындағы морфизмдер кеңiстiгiне изоморфты екенi дәлелдендi. Екiншi когомология жағдай-
ында негiзгi өрiстiң p сипаттамасына p ≥ 3h− 3 шектемесi қойылды, бұл жерде h – Кокстер саны.

Кiлт создер: алгебралық группа, шектелген жай модуль, когомология, алгебралық тұйық өрiс, мор-
физмдер кеңiстiгi.
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Sh.Sh. Ibraev

On the cohomology of simple restricted modules for algebraic groups

First and second cohomology groups of simple restricted modules for algebraic groups with irreducible
root system over an algebraically closed field of positive characteristic are investigated. We show that the
cohomology group of simple restricted module for algebraic group is isomorphic to the space of morphisms
between the trivial one-dimensional module and the corresponding cohomology group for the Frobenius
kernel of this algebraic group. In the second cohomology case assumed that p ≥ 3h − 3, where h is the
Coxeter number.

Keywords: algebraic group, restricted simple module, cohomology, algebraically closed field, space of mor-
phisms.
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