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Об одном подходе к выбору начального приближения решения
нелинейной краевой задачи для нагруженных

дифференциальных уравнений
На основе метода параметризации исследуется нелинейная двухточечная краевая задача для систем
нагруженных дифференциальных уравнений. Суть метода параметризации заключается в том, что
рассматриваемая задача разбиением заданного интервала точками нагружения и введением допол-
нительных параметров сводится к эквивалентной нелинейной двухточечной краевой задаче с пара-
метрами. Введение дополнительных параметров позволяет получить начальные условия для неиз-
вестных функций на подынтервалах. При фиксированных значениях параметров решается задача
Коши для систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Подставляя представление решения
задачи Коши в краевые условия и условия непрерывности решения во внутренних точках разбие-
ния интервала, построена система нелинейных алгебраических уравнений относительно введенных
параметров. Построенные системы нелинейных алгебраических уравнений являются основой алго-
ритмов метода параметризации и позволяют найти «хорошие» начальные приближения к решению
нелинейной двухточечной краевой задачи для систем нагруженных дифференциальных уравнений.
Предложен один из способов к выбору «хорошего» начального приближения для нахождения решения
нелинейной краевой задачи. Получены условия существования изолированного решения нелинейной
двухточечной краевой задачи для нагруженных дифференциальных уравнений при достаточно ма-
лых шагах разбиения.

Ключевые слова: нелинейная краевая задача, нагруженное дифференциальное уравнение, численный
метод, алгоритм.

Нагруженные дифференциальные уравнения часто возникают в приложениях как математическая
модель процессов, где состояния в определенные моменты времени оказывают существенное влияние на
свойства описываемого процесса в целом.

Вопросы разрешимости и построения приближенного решения краевых задач для этих уравнений
различными методами исследованы многими авторами [1–3].

В работах [4–6] предложен численный метод решения систем линейных неавтономных обыкно-
венных нагруженных дифференциальных уравнений с неразделенными многоточечными интегральными
условиями.

В работе [7] на основе метода параметризации [8] получены коэффициентные признаки однознач-
ной разрешимости линейной двухточечной краевой задачи для систем нагруженных дифференциальных
уравнений и построены алгоритмы нахождения решения этой задачи.

В настоящей работе рассматривается нелинейная краевая задача для нагруженных дифференциаль-
ных уравнений
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dx

dt
= f(t, x, x(θ0), x(θ1), . . . , x(θm)), t ∈ (0, T ) , x ∈ Rn, (1)

g[x(0), x(T )] = 0, (2)

где f : [0, T ]×Rn → Rn,g : Rn ×Rn → Rn — непрерывные функции.
Через C ([0, T ], Rn) обозначим пространство непрерывных функций x : [0, T ]→ Rn с нормой

‖x‖1 = max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖ .

Задача (1), (2) исследуется методом параметризации [5].
Возьмем точки θ0 = 0 < θ1 < . . . < θm < θm+1 = T, и разбиение интервала [0, T ) на m + 1

подынтервалов [0, T ) =
⋃m+1
r=1 [θr−1, θr) обозначим через ∆m+1. Сужение функции x(t) на r-ый интервал

[θr−1, θr) обозначим через xr(t). Задача (1), (2) эквивалентна нелинейной многоточечной краевой зада-
че dxr

dt = f (t, xr, x1(θ0), x2(θ1), . . . , xm+1(θm)) , t ∈ [θr−1, θr) , r = 1,m+ 1, g[x1(0), lim
t→T−0

xm+1(t)] = 0,

lim
t→θs−0

xs(t) = xs+1(θs), s = 1,m, где последнее равенство является условием склеивания решения в точ-
ках нагружения.

Введя параметры λr = xr(θr−1) и на каждом r-ом интервале произведя замену функции ur(t) =
= xr(t)− λr, получим нелинейную краевую задачу с параметрами:

dur
dt

= f(t, ur + λr, λ1, λ2, . . . , λm), t ∈ [θr−1, θr) ; (3)

ur(θr−1) = 0, r = 1,m+ 1; (4)

g[λ1, λm+1 + lim
t→T−0

um+1(t)] = 0; (5)

λs + lim
t→θs−0

us(t)− λs+1 = 0, s = 1,m. (6)

Задачи (1), (2) и (3)–(6) эквивалентны. Если x(t) — решение краевой задачи (1), (2), то пара (λ, u[t]),
где λ = (x1(0), x2(θ1), . . . , xm+1(θm)), u[t] = (x1(t)−x1(0), x2(t)−x2(θ1), . . . , xm+1(t)−xm+1(θm)), является
решением задачи (3)–(6). И наоборот, если (λ̃, ũ[t]) — решение задачи (3)–(6), то функция x̃(t), опре-
деляемая равенствами x̃(t) = λ̃r + ũr(t), t ∈ (θr−1, θr) , r = 1,m+ 1, x̃(T ) = λ̃m+1 + lim

t→T−0
ũm+1(t), будет

решением задачи (1),(2).
При фиксированных значениях параметров λr задача Коши (3),(4) эквивалентна нелинейному инте-

гральному уравнению Вольтерра второго рода

ur(t) =

∫ t

θr−1

f(τ, λr + ur(τ), λ1, λ2, . . . , λm+1)dτ, t ∈ [θr−1, θr), r = 1,m+ 1. (7)

В уравнении (7) подставляя вместо ur(τ) соответствующую правую часть и повторив этот процесс ν
(ν = 1, 2, . . .) раз, получим представление функций ur(t):

ur(t) =

∫ t

θr−1

f(τ1, λr +

∫ τ1

θr−1

f(τ2, λr + . . .+

+

∫ τν−1

θr−1

f(τν , λr + ur(τν), λ1, λ2, . . . , λm+1)dτν , . . .) dτ2;

λ1, λ2, . . . , λm+1) dτ1;

t ∈ [θr−1, θr), r = 1,m+ 1.

Отсюда, определив lim
t→θr−0

ur(t), r = 1,m+ 1, и подставив их в (5), (6), получим систему нелинейных

уравнений относительно λr ∈ Rn:
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g[λ1, λm+1 +

∫ T

θm

f(τ1, λm+1 +

∫ τ1

θm

f(τ2, λm+1 + . . .+

∫ τν−1

θm

f(τν , λm+1+

+um+1(τν), λ1, . . . , λm+1)dτν , . . .)dτ2, λ1, . . . , λm+1)dτ1] = 0; (8)

λs +

∫ θs

θs−1

f(τ1, λs +

∫ τ1

θs−1

f(τ2, λs + . . .+

∫ τν−1

θs−1

f(τν , λs+

+us(τν), λ1, . . . , λm+1)dτν , . . .)dτ2, λ1, . . . , λm+1)dτ1 − λs+1 = 0, s = 1,m. (9)

Систему (8), (9) запишем в виде

Qν(∆m+1;λ, u) = 0, λ ∈ Rn(m+1). (10)

Таким образом, для нахождения решения (λ, u[t]) имеем замкнутую систему уравнений (8), (9).
Через C([0, T ],∆m+1, R

n(m+1)) обозначим пространство систем функций u[t] = (u1(t), u2(t), . . . ,
um+1(t)), где функции ur : [θr−1, θr) → Rn непрерывны и имеют конечные левосторонние пределы

lim
t→θr−0

ur(t) при всех r = 1,m+ 1 с нормой

‖u[·]‖2 = max
r=1,m+1

sup
t∈[θr−1,θr)

‖ur(t)‖ .

Условие А. Существует разбиение∆m+1 такое, что система нелинейных уравнений Qν(∆m+1;λ, 0) = 0

имеет решение λ0 = (λ
(0)
1 , λ0

2, . . . , λ
0
m+1) ∈ Rn(m+1), задача Коши (3), (4) при λr = λ0

r, r = 1,m+ 1, имеет
решение u0

r(t), и система функций

u0[t] = (u
(0)
1 (t), u0

2(t), . . . , u0
m+1(t)) ∈ C([0, T ],∆m+1, R

n(m+1)).

По паре (λ(0), u0[t] ) определим кусочно-непрерывную на (0,T) функцию x0(t) равенствами

t ∈ (θr−1, θr); x(0)(t) = λ(0)
r + u(0)

r (t);

r = 1,m+ 1; x(0)(T ) = λ
(0)
m+1 + lim

t→T−0
u

(0)
m+1(t).

Выберем числа ρλ > 0, ρu > 0, ρx > 0 и составим можества:

S(λ(0), ρλ) =
{
λ = (λ1, . . . λm+1) ∈ Rn(m+1) :

∥∥λ− λ0
∥∥ < ρλ

}
;

S(u(0)[t], ρu) =
{
u[t] ∈ C([0, T ],∆m+1, R

n(m+1)) :
∥∥∥u− u(0)

∥∥∥
1
< ρu

}
;

S(x(0)(t), ρx) =
{
x(t) ∈ C([0, T ], Rn) :

∥∥∥x− x(0)
∥∥∥ < ρx

}
;

G0
1( ρx) =

{
(t, x, v1, v2, . . . , vm+1) : t ∈ [0, T ],

∥∥∥x− λ(0)
r − u(0)

r (t)
∥∥∥ < ρx , t ∈ [θr−1, θr);

r = 1,m+ 1,

∥∥∥∥x− λ(0)
m+1 − lim

t→T−0
u

(0)
m+1(t)

∥∥∥∥ < ρx, t = T,
∥∥∥v1 − λ(0)

1

∥∥∥ < ρx,
∥∥∥v2 − λ(0)

2

∥∥∥ <
< ρx, . . . ,

∥∥∥vm+1 − λ(0)
m+1

∥∥∥ < ρx

}
;

G0
2( ρλ, ρx) =

{
(v, w) ∈ R2n :

∥∥∥v − λ(0)
1

∥∥∥ < ρλ,

∥∥∥∥w − λ(0)
m+1 − lim

t→T−0
u

(0)
m+1(t)

∥∥∥∥ < ρx

}
.

Условие В. Функции f(t, x, v1, v2, . . . , vm+1), g(v, w) соответственно G0
1(ρx), G0

2(ρλ, ρx) непрерывны,
имеют непрерывные частные производные:

f ′x(t, x, v1, v2, . . . , vm+1), f ′vi(t, x, v1, v2, . . . , vm+1, ) i = 1,m+ 1, g′v(v, w), g′w(v, w)
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и выполняются неравенства

‖f ′x(t, x, v1, v2, . . . , vm+1)‖ ≤ L(t),
∥∥f ′vi(t, x, v1, v2, . . . , vm+1)

∥∥ ≤ L(t), i = 1,m+ 1,

‖g′v(v, w)‖ ≤ L1, ‖g′w(v, w)‖ ≤ L2,

где L(t) ∈ C([0, T ], Rn), L1, L2 − const.

Теорема 1. Пусть при заданных ∆m+1, ν(ν = 1, 2, . . .), ρλ > 0, ρu > 0, ρx > 0 выполняются условия
A,B, (n(m+ 1)× n(m+ 1)) — матрица Якоби ∂Qν(∆m+1,λ,u)

∂λ обратима для всех

(λ, u[t]) ∈ S(λ(0), ρλ)× Sh(u(0)[t], ρu)

и имеют место неравенства ∥∥∥∥∥
(
∂Qν(∆m+1, λ, u)

∂λ

)−1
∥∥∥∥∥ ≤ γν(∆m+1);

qν (∆m+1) = γν (∆m+1) max (L2hm+1, 1) max
r=1,m+1

exp

(∫ θr

θr−1

L (τ) dτ

)
−

ν∑
i=0

1

i!

(∫ θr

θr−1

L (τ) dτ

)i
+

+

exp

(∫ θr

θr−1

L (τ) dτ

)
−
ν−1∑
i=0

1

i!

(∫ θr

θr−1

L (τ) dτ

)im+1∑
j=1

∫ θj

θj−1

βj(t)dt < 1;

γν(∆m+1)

1− qν(∆m+1)

∥∥∥Qν(∆m+1, λ
(0), u(0))

∥∥∥ < ρλ;

γν(∆m+1)

1− qν(∆m+1)

∥∥∥Qν(∆m+1, λ
(0), u(0))

∥∥∥ ;

max
r=1,m+1

exp

(∫ θr

θr−1

L (τ) dτ

)
−

ν∑
i=0

1

i!

(∫ θr

θr−1

L (τ) dτ

)i
+

+

exp

(∫ θr

θr−1

L (τ) dτ

)
−
ν−1∑
i=0

1

i!

(∫ θr

θr−1

L (τ) dτ

)im+1∑
j=1

∫ θj

θj−1

βj(t)dt

 < ρu.

Тогда задача (3)–(6) в S(λ(0), ρλ)× Sh(u(0)[t], ρu) имеет изолированное решение и справедлива оценка:∥∥∥λ∗ − λ(0)
∥∥∥ ≤ γν(∆m+1)

1− qν(∆m+1)

∥∥∥Qν(∆m+1, λ
(0), u(0))

∥∥∥ .
Одной из основных проблем при решении нелинейных краевых задач является выбор начального

приближения. В данной работе предлагается один из подходов к выбору начального приближения решения
задачи (1), (2), основанный на решении системы нелинейных алгебраических уравнений (10) при u = 0,
т.е. системы уравнений

Qν(∆m+1;λ, 0) = 0, λ ∈ Rn(m+1). (11)

Предположим, что при заданных ∆m+1 и ν (ν = 1, 2, . . .) система Qν(∆m+1;λ, 0) = 0 имеет решение
λ̃ = (λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃m+1) ∈ Rn(m+1).

Взяв точки θ0 = 0 < θ1
2 < θ1 <

θ2+θ1
2 < . . . < θm < θm+1+θm

2 < θm+1 = T и обозначив полученное
разбиение через ∆2m+2, рассмотрим уравнение
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Qν(∆2m+2;λ, 0) = 0, λ ∈ R2n(m+1). (12)

Чтобы решить уравнение (12), воспользуемся теоремой 1 из [9]. За начальное приближение решения
уравнения (12) возьмем вектор λ̂0 = (λ̂

(0)
1 , λ̂0

2, . . . , λ̂
0
2m+2) ∈ R2n(m+1), где

λ̂
(0)
1 = λ̃1, λ̂

(0)
2 = λ̃1 +

∫ θ1
2

0

f(τ1, λ̃1 +

∫ τ1

0

f(τ2, λ̃1 + . . .+

+

∫ τν−1

0

f(τν , λ̃1, λ̃1, . . . , λ̃m+1)dτν , . . .)dτ2, λ̃1, . . . , λ̃m+1)dτ1, λ̂
(0)
3 = λ̃2,

λ̂
(0)
4 = λ̃2 +

∫ θ1

θ1
2

f(τ1, λ̃2 +

∫ τ1

θ1
2

f(τ2, λ̃2 + . . .+

+

∫ τν−1

θ1
2

f(τν , λ̃2, λ̃1, . . . , λ̃m+1)dτν , . . .)dτ2, λ̃1, . . . , λ̃m+1)dτ1,

λ̂
(0)
5 = λ̃3, λ̂

(0)
4 = λ̃3 + +

∫ θ2+θ1
2

θ1

f(τ1, λ̃3 +

∫ τ1

θ1

f(τ2, λ̃3 + . . .+

+

∫ τν−1

θ1

f(τν , λ̃3, λ̃1, . . . , λ̃m+1)dτν , . . .)dτ2, λ̃1, . . . , λ̃m+1)dτ1,

. . . ,

λ̂
(0)
2m+1 = λ̃m+1, λ̂

(0)
2m+2 = λ̃m+1 +

∫ T

θm+1+θm
2

f(τ1, λ̃m+1+

+

∫ τ1

θm+1+θm
2

f(τ2, λ̃m+1 + . . .+

+

∫ τν−1

θm+1+θm
2

f(τν , λ̃m+1, λ̃1, . . . , λ̃m+1)dτν , . . .)dτ2, λ̃1, . . . , λ̃m+1)dτ1.

В качестве иллюстрации приведем пример. На отрезке [0, 1] рассмотрим нелинейную краевую задачу
для нагруженных дифференциальных уравнений:

dx

dt
=

{
x2

1 + t · x1(θ) + t2 · x2
2(0) + f1(t),

x2
2 + (t− 1) · x2(t) + t2 · x2

1(0) + f2(t),
(13)

x(0) = x(1), (14)

где
f1(t) = t3(t− 2) + 2.25t− 1, f2(t) = −t, θ = 0.5.

Точным решением задачи (13), (14) является x(t) =

(
t · (t− 1)

1

)
.

Точкой нагружения θ = 0.5 произведем разбиение интервала [0, 1). Введя параметры
(
λ1

µ1

)
= x(0),(

λ2

µ2

)
= x(θ) и произведя замену функции:

u11(t) = x1(t)− λ1, u12(t) = x2(t)− µ1, t ∈ [0, 0.5),

u21(t) = x1(t)− λ2, u22(t) = x2(t)− µ2, t ∈ [0.5, 1),

получим нелинейную краевую задачу с параметрами:

du11

dt
= (u11 + λ1)2 + t · λ2 + t2 · µ2

1 + f1(t), u11(0) = 0, t ∈ [0, 0.5); (15)

12 Вестник Карагандинского университета
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du12

dt
= (u12 + µ1)2 + (t− 1)(u12 + µ1) + t2 · λ2

1 + f2(t), u12(0) = 0, t ∈ [0, 0.5); (16)

du21

dt
= (u21 + λ2)2 + t · λ2 + t2 · µ2

1 + f1(t), u21(θ) = 0, t ∈ [0.5, 1); (17)

du22

dt
= (u22 + µ2)2 + (t− 1)(u22 + µ2) + t2 · λ2

1 + f2(t), u22(θ) = 0, t ∈ [0.5, 1); (18)

λ1 = λ2 + lim
t→1−0

u21(t); (19)

µ1 = µ2 + lim
t→1−0

u22(t); (20)

λ1 + lim
t→0.5−0

u11(t) = λ2; (21)

µ1 + lim
t→0.5−0

u12(t) = µ2. (22)

Задачи Коши (15)–(18) эквивалентны соответственно нелинейным интегральным уравнениям Воль-
терра второго рода:

u11(t) =

∫ t

0

[(u11(τ) + λ1)2 + τ · λ2 + τ2 · µ2
1 + f1(τ)]dτ, t ∈ [0, 0.5);

u12(t) =

∫ t

0

[(u12(τ) + µ1)2 + (τ − 1)(u12(τ) + µ1) + τ2 · λ2
1 + f2(τ)]dτ, t ∈ [0, 0.5);

u21(t) =

∫ t

0.5

[(u21(τ) + λ2)2 + τ · λ2 + τ2 · µ2
1 + f1(τ)]dτ, t ∈ [0.5, 1);

u22(t) =

∫ t

0.5

[(u22(τ) + µ2)2 + (τ − 1)(u22(τ) + µ2) + τ2 · λ2
1 + f2(τ)]dτ, t ∈ [0.5, 1).

В интегральных уравнениях вместо u11(τ), u12(τ), u21(τ), u22(τ) подставляя соответствующие пра-
вые части и повторив этот процесс ν (ν = 1, 2, . . .) раз, имеем представления функций u11(t), u12(t),
u21(t), u22(t). Определив lim

t→0.5−0
u11(t), lim

t→0.5−0
u12(t), lim

t→1−0
u21(t), lim

t→1−0
u22(t) и подставив их в (19)–

(22), получим систему нелинейных уравнений относительно введенных параметров:

Qν(∆2;λ, u) = 0, λ = (λ1, µ1, λ2, µ2). (23)

Выбор начального приближения решения задачи (15)–(22) основывается на решении системы (23) при
u = 0, т. е. системы 

480λ1 − 660λ2 − 240λ2
2 − 140µ2

1 − 17 = 0;
24µ1 − 21µ2 − 12µ2

2 − 7λ2
1 − 9 = 0;

480λ1 − 420λ2 + 240λ2
1 + 20µ2

1 − 133 = 0;
15µ1 − 24µ2 + 12µ2

1 + λ2
1 − 3 = 0.

Пусть при заданных ∆2 и ν = 1 система Q1(∆2;λ, 0) = 0 имеет решение λ̃ = (λ̃1, µ̃1, λ̃2, µ̃2) ∈ R4.
Возьмем точку

t0 = 0 < t1 =
θ

2
< t2 = θ < t3 =

1 + θ

2
< t4 = 1.

Разбиение [0, 1) =
4⋃
r=1

[tr−1, tr) обозначим через ∆4. По схеме метода параметризации система нелинейных

алгебраических уравнений относительно неизвестных параметров имеет вид

Q1(∆4;λ, u) = 0, λ = (λ1, µ1, . . . , λ4, µ4) ∈ R8. (24)

Для нахождения решения системы (24) используется теорема 1 из [6], где за начальное приближение
решения берется вектор λ(0) = (λ

(0)
1 , µ

(0)
1 , λ

(0)
2 , µ

(0)
2 , λ

(0)
3 , µ0

3, λ
(0)
4 , µ

(0)
4 ) ∈ R8. Здесь

λ
(0)
1 = λ̃1, λ̂

(0)
2 = λ̃1 +

∫ t1

t0

[λ̃2
1 + τ · λ̃2 + τ2 · µ̃2

1 + f1(τ)]dτ ;
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µ̂
(0)
1 = µ̃1, µ̂

(0)
2 = µ̃1 +

∫ t1

t0

[µ̃2
1 + (τ − 1)µ̃1 + τ2 · λ̃2

1 + f2(τ)]dτ ;

λ̂
(0)
3 = λ̃2, λ̂

(0)
4 = λ̃2 +

∫ t3

t2

[λ̃2
2 + τ · λ̃2 + τ2 · µ̃2

1 + f1(τ)]dτ ;

µ̂
(0)
3 = µ̃2, µ̂

(0)
4 = µ̃2 +

∫ t3

t2

[µ̃2
2 + (τ − 1)µ̃2 + τ2 · λ̃2

1 + f2(τ)]dτ.

Таким образом, предложенный в настоящей работе подход к выбору начального приближения решения
задачи (15)–(22) основан на решении системы нелинейных алгебраических уравнений при соответствую-
щем разбиении и при u = 0, т.е. системы уравнений

Qν(∆2k ;λ, 0) = 0, λ = (λ1, µ1, . . . , λ2k , µ2k), k = 1, 2, . . . . (25)

В таблицах 1 и 2 приведены вычисления значений введенных дополнительных параметров и точного
решения нелинейной краевой задачи (13), (14) при ν=1 и ν=2 соответственно.

Т а б л и ц а 1

Значения дополнительных параметров и точного решения
нелинейной краевой задачи при ν = 1

Число разбиений, ∆2k , k ∈ N t λ x∗1(t) µ x∗2(t)

∆2 0.0 0.0229099 0 0.9999052 1
0.5 - 0.242574 -0.25 0.9998678 1

∆4 0.00 0.0122464 0 0.9999749 1
0.25 -0.1785389 -0.1875 0.9999686 1
0.50 -0.2459039 -0.25 0.9999633 1
0.75 -0.1808678 -0.1875 0.9999632 1

∆8 0.000 0.0065145 0 0.9999931 1
0.125 -0.1033719 -0.109375 0.9999922 1
0.250 -0.1830214 -0.1875 0.9999913 1
0.375 -0.2313403 -0.234375 0.9999903 1
0.500 -0.2476398 -0.25 0.9999896 1
0.625 -0.2316768 -0.234375 0.9999893 1
0.750 -0.1836136 -0.1875 0.9999895 1
0.875 -0.1039513 -0.109375 0.9999907 1

∆16 0.0000 0.0033501 0 0.9999982 1
0.0625 -0.0553144 -0.0585938 0.9999981 1
0.1250 -0.1063583 -0.109375 0.999998 1
0.1875 -0.1496983 -0.1523438 0.9999978 1
0.2500 -0.1852618 -0.1875 0.9999977 1
0.3125 -0.2129881 -0.2148438 0.9999976 1
0.3750 -0.2328306 -0.234375 0.9999974 1
0.4375 -0.2447568 -0.2460938 0.9999973 1
0.5000 -0.2487481 -0.25 0.9999973 1
0.5625 -0.2447988 -0.2460938 0.9999972 1
0.6250 -0.2329156 -0.234375 0.9999972 1
0.6875 -0.2131159 -0.2148438 0.9999972 1
0.7500 -0.1854271 -0.1875 0.9999972 1
0.8125 -0.1498858 -0.1523438 0.9999973 1
0.8750 -0.1065376 -0.109375 0.9999975 1
0.9375 -0.0554374 -0.0585938 0.9999978 1
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Таб л иц а 2

Значения дополнительных параметров и точного решения
нелинейной краевой задачи при ν = 2

Число разбиений, ∆2k , k ∈ N t λ x∗1(t) µ x∗2(t)

∆2 0.0 -0.010804 0 0.999981 1
0.5 -0.258672 -0.25 0.999971 1

∆4 0.00 -0.001675 0 0.9999996 1
0.25 -0.189051 -0.1875 0.9999994 1

∆8 0.50 -0.251296 -0.25 0.9999993 1
0.75 -0.188913 -0.1875 0.9999993 1
0.000 -0.0000265 0 1 1
0.125 -0.109635 -0.109375 1 1
0.250 -0.187735 -0.1875 1 1
0.375 -0.234579 -0.234375 1 1
0.500 -0.250187 -0.25 1 1
0.625 -0.234569 -0.234375 1 1
0.750 -0.187717 -0.1875 1 1
0.875 -0.109619 -0.109375 1 1

∆16 0.0000 -0.000053 0 1 1
0.0625 -0.058646 -0.0585938 1 1
0.1250 -0.109425 -0.109375 1 1
0.1875 -0.152392 -0.1523438 1 1
0.2500 -0.187544 -0.1875 1 1
0.3125 -0.214885 -0.2148438 1 1
0.3750 -0.234413 -0.234375 1 1
0.4375 -0.246129 -0.2460938 1 1
0.5000 -0.250034 -0.25 1 1
0.5625 -0.246129 -0.2460938 1 1
0.6250 -0.234412 -0.234375 1 1
0.6875 -0.214883 -0.2148438 1 1
0.7500 -0.187543 -0.1875 1 1
0.8125 -0.152389 -0.1523438 1 1
0.8750 -0.109424 -0.109375 1 1
0.9375 -0.058645 -0.0585938 1 1

При вычислении значений параметров использовали математический пакет Mathcad (табл. 3).

Т а б л и ц а 3

Оценка разности точного решения нелинейной
краевой задачи и начального приближения

ν=1 ν=2∥∥x∗1(t)− λ0
∥∥ ∥∥x∗2(t)− µ0

∥∥ ∥∥x∗1(t)− λ0
∥∥ ∥∥x∗2(t)− µ0

∥∥
∆2 3 · 10−2 1 · 10−4 1 · 10−2 3 · 10−5

∆4 1 · 10−2 4 · 10−5 2 · 10−3 7 · 10−7

∆8 6 · 10−3 1 · 10−5 3 · 10−4 2 · 10−8

∆16 3 · 10−3 3 · 10−6 5 · 10−5 5 · 10−10

Таким образом, в работе предложен один из способов выбора начального приближения для нахожде-
ния нелинейной краевой задачи для нагруженных дифференциальных уравнений.
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Э.А. Бакирова, Н.Б. Искакова

Жүктелген дифференциалдық теңдеулер үшiн сызықты емес
шеттiк есептiң шешiмiнiң бастапқы жуықтауын таңдаудың бiр

тәсiлi туралы

Мақалада параметрлеу әдiсi негiзiнде жiктелген дифференциалдық теңдеулер үшiн сызықты емес екi
нүктелi шеттiк есеп зерттелдi. Параметрлеу әдiсiнiң мәнi, берiлген аралықты жүктелу нүктелерiмен
бөлу және қосымша параметрлер енгiзу арқылы қарастырылып отырған есеп пара-пар параметрлерi
бар сызықты емес екi нүктелi шеттiк есепке келтiрiлдi. Қосымша параметрлер енгiзу iшкi аралықтар-
да белгiсiз функциялар үшiн бастапқы шарттарды алуға мүмкiндiк бердi. Параметрлердiң бекiтiлген
мәндерiнде жай дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн Коши есебi шешiлдi. Коши есебiнiң шешiм-
iнiң кейiптемелерiн шеттiк шарттарға және аралықты бөлетiн iшкi нүктелерiндегi шешiмнiң үзiлiс-
сiздiк шарттарына қоя отырып, енгiзiлген параметрлерге қарасты сызықты емес алгебралық тең-
деулер жүйесi құрылды. Құрылған сызықты емес алгебралық теңдеулер жүйесi параметрлеу әдiсiнiң
алгоритмдерiнiң негiзi болып табылады және жүктелген дифференциалдық теңдеулер жүйелерi үшiн
сызықты емес екiнүктелi шеттiк есептiң шешiмiне «жақсы» алғашқы жуықтауларды табуға мүмкiн-
дiк бередi. Сызықты емес шеттiк есептiң шешiмiн табуға арналған «жақсы» алғашқы жуықтауды
таңдап алудың бiр тәсiлi ұсынылған. Бұл қадамдар жеткiлiктi түрде аз болғанда жiктелген диф-
ференциалдық теңдеулер үшiн сызықты емес екi нүктелi шеттiк есептiң оқшауланған шешiмiнiң бар
болуының шарттары алынған.
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E.A. Bakirova, N.B. Iskakova

An approach to the choice of the initial approximation of the solution
of nonlinear boundary value problem for loaded differential equations

On the basis of the parameterization method is investigated nonlinear two-point boundary value problem
for systems loaded differential equations. The essence of the parameterization is that the problem of the
partition of the interval specified points of loading and introduction of additional parameters is reduced to
the equivalent nonlinear two-point boundary value problem with parameter. The introduction of additional
parameters allows to get the initial conditions for the unknown functions in the sub-intervals. For fixed values
of the parameters solved the Cauchy problem for systems of ordinary differential equations. Substituting
the representation of the solution of the Cauchy problem in the boundary condition and the conditions
of continuity of the solution was bult for the entered parameters. Built a system of nonlinear algebraic
equations are the basis of the method of parameterization algorithms and allow us to find a good initial
approximation to the solution of a nonlinear two-point boundary value problem for loaded differential
equations. A one way to choosing a good initial approximation was offered for finding solutions of nonlinear
boundary problem .The conditions of existence of isolated solution of the nonlinear two-point boundary
value problem for loaded differential equations for sufficiently small steps partition.
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